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Streszczenie

Praca dotyczy zastosowania algorytmu optymalizacji rojem czastek do
znajdowania ekstremow globalnych dla wybranych funkcji jedno i wie-
lomodalnych. Na podstawie wynikow eksperymentu obliczeniowego
wytoniono warianty ustawien parametrow algorytmu zapewniajace
jego najwicksza skutecznosé.

Stowa kluczowe - optymalizacja rojem czastek, ekstremum globalne, funkcije te-
stowe.

1 Wprowadzenie

Algorytmy, ktore powstaty na bazie obserwacji natury, zyskaty w ostatnich latach
wielka popularnosé¢. Pozwalajg one efektywnie rozwigzywac ztozone problemy op-
tymalizacyjne wystepujace w praktyce inzynieryjnej.

Zwierzeta zyjace w stadach wybieraja korzystne dla siebie czynniki srodowiska,
bazujac na wiasnych doswiadczeniach oraz informacjach przekazywanych przez
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inne osobniki stada. Dzieki analogii do takich i innych zachowan istot zywych po-
wstato wiele algorytméw. Najbardziej znane z nich to: algorytm optymalizacji rojem
czastek (ang. particle swarm optimization, PSO), algorytm mréwkowy (ang. ant co-
lony optimization), algorytm pszczeli (ang. bee algorithm), algorytm tawicy ryb
(ang. fish school search). Algorytmy te dobrze sprawdzaja si¢ w praktyce, poniewaz
mozna je tatwo przystosowaé do rozwigzywania niemal kazdego problemu, nieza-
leznie od postaci funkcji celu, natozonych ograniczen, rozmiaru przestrzeni rozwig-
zan itp. Wynika to z faktu, ze nie przetwarzaja one bezposrednio parametréw zada-
nia, lecz ich zakodowang posta¢. Algorytmy te stosujg probabilistyczne reguty
wyboru, co sprawia, ze sa zdolne do wychodzenia z ekstremdw lokalnych.

W artykule rozpatrywane jest dziatanie algorytmu optymalizacji rojem czastek
zastosowanego do znajdowania ekstremdw globalnych dla wybranych funkcji jedno
i wielomodalnych. Celem jest znalezienie takich wartosci parametréw algorytmu,
ktdre zapewniaja jego najwieksza skutecznosc.

2 Algorytm optymalizacji rojem czastek

Algorytm optymalizacji rojem czastek (PSO), zaproponowany roku w 1995 przez
przez Kennediego i Eberharta [6], jest stochastycznym algorytmem obliczeniowym
nasladujacym zachowanie przemieszczajacego sie¢ stada ptakow. W celu znalezienia
pozywienia kazdy osobnik stada przemieszcza si¢ z predkoscia okreslong na podsta-
wie swoich witasnych najlepszych poprzednich doswiadczen oraz najlepszych do-
$wiadczen pozostatych osobnikéw stada. Jednoczesnie predkosci poruszania sie do-
bierane sa tak, zeby zachowany by} odpowiedni dystans miedzy poszczegdlnymi
osobnikami [1,2,3].

Algorytm PSO pracuje ze zbiorem (nazywanym rojem) potencjalnych rozwigzan
problemu (nazywanych czastkami). Kazda czastka i jest opisana przez swoja pozy-
cje X; = (xi1, X2, -, Xim) Oraz predkos¢ V; = (vi1, viz, - Vim), PrZy CZym rozwia-
zanie problemu (w m wymiarowej przestrzeni) jest reprezentowane przez wektor
X;. Rj sktada si¢ z n czastek. Proces poszukiwania najlepszego rozwigzania odbywa
sie iteracyjnie. W kazdej iteracji, kazda czastka roju przesuwa sie do nowej pozycji
uwzgledniajac swoja poprzednia pozycje i poprzednia predkosé, a takze swoja naj-
lepsza do tej pory znaleziong pozycje P; = (pi1, Piz --» Pim) Oraz najlepsza dotych-
Czasowg pozycje W catym roju, G = (91,92, -+» Gm) -

Niech t oznacza numer biezacej iteracji algorytmu. Predkos¢ czastki i w ite-
racji t, obliczana jest wedtug nastepujacego wzoru:
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gdzie w jest wspotczynnikiem nazywanym waga inercji, ¢;, ¢, Sa wspotczynnikami
uczenia (nazywanymi, odpowiednio, kognitywnym i socjalnym), r; , r, — liczbami
losowymi z przedziatu [0,1].

Nowa pozycja czastki i, X;, wyznaczana jest ze wzoru:

xlt] = xl‘;_l + vfj dla ]Zl,m (2)

Algorytm optymalizacji rojem czastek dziata wedtug ponizszego schematu.

1. Ustaw wartosci poczatkowe parametréw: w, ¢, , C,.

2. Ustaw t = 0. Wygeneruj poczatkowy rdj R(t).

3. Dlakazdej czastki i w R(t) wyznacz wartosci funkcji celu f(X;).

4.  Zapamigtaj najlepsza czastke G w R(t). Dla kazdej czatki i w R(t) za-

pamictaj jej aktualna pozycje jako najlepsza, P;.

5. Dopdki kryterium stopu nie jest spetnione, wykonuj:

6. Ustawt =1 + 1.

7. Wygeneruj nowy réj R(t) na podstawie R(t — 1), stosujac
wzory (1) i (2).

8. Dla kazdej czastki i w R(t) wyznacz wartos¢ funkcji celu
f&X).

9. Dla kazdej czastki i w R(t) zaktualizuj jej najlepsza pozycje
P

10. Zaktualizuj najlepsza pozycj¢ G w catym roju R(t).

11. Zwrd¢ najlepsze znalezione rozwigzanie, G.
W naszej implementacji poczatkowa pozycja kazdej czastki w roju byta generowana
losowo, a predkos¢ poczatkowa ustawiona byta na 1. Algorytm konczyt dziatanie po
wykonaniu 1000000 iteraciji.
3 Opis badanych funkcji

Do wykonania badan algorytmu PSO wybrane zostaty 4 typowe funkcje testowe:
funkcja Beale’a, Easoma, Himmemblau i Levy’ego [4,5,7,8,9]. Opisy tych funkcji
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zawarte sg w tabeli 1. Rysunek 1 przedstawia ich wizualizacje wykonane za pomoca
narzedzia 3D Function Grapher z parametrem grid=22 [10].

Tabela 1. Funkcje testowe

Nr | Funkcja Opis
1 |Funkcja Beale’a Funkcja jednomodalna.
fx,y) = (1,5 — x + xy)% + (2,25 — x + xy?)? | Ma jedno minimum globalne
+ (2,625 — x + xy?)? w punkcie
dla—4,5<x,y <45 p*=(3;05), f(p*) =0.
2 | Funkcja Easoma Funkcja jednomodalna.

Ma jedno minimum globalne
f(x,y) = — cos(x) cos(y) e~x—m*~y=m)* w punkcie
dla—100 < x,y < 100 p* = (mm), f(p") =-1
Obszar zawierajacy minimum glo-
balne jest stosunkowo maty wzgle-
dem przestrzeni przeszukiwan.
3 | Funkcja Himmemblau Funkcja wielomodalna.
Ma cztery minima globalne
flry) = (% +y—11)>%+ (x +y>—7)> | w punktach:
da-6<xy<6 pi = (3,0;2,0),
p; = (—2,805118;3,131312),
p; = (—3,779310; —3,283186),
p; = (3,584428; —1,848126).
f(p1) = f(pz) = f(p3) = f(pi) = 0.
4 |Funkcja Levy’ego nr 13 Funkcja wielomodalna.
Ma jedno minimum globalne
f(x,y) = sin?(3mx) + (x — 1)2(1 + sin?(3wy)) |W punkcie
+ (- DA +sin*@2ry)) |p"=(L1), f(p") =0.
dla—10 < x,y < 10 Posiada duza liczb¢ miniméw lo-
kalnych.

Rysunek 1 zamieszczony na nastepnej stronie przedstawia ich wizualizacje wyko-
nane za pomoca narzedzia 3D Function Grapher z parametrem grid=22 [10].
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Rysunek 1. Wizualizacje funkcji (1) Beale’a (2) Easoma, (3) Himmemblau , (4)
Levy’ego.

4 Eksperyment obliczeniowy

Niniejszy rozdziat zawiera wyniki badania dziatania algorytmu PSO znajdujacego
minima globalne 4 opisanych wczesniej funkcji w zaleznosci od wartosci jego para-
metréw: wagi inercji (w), wpdtczynnikdw uczenia (c; i c,) oraz rozmiaru populacji
(n). Dla kazdej funkcji uzyto 36 réznych wariantéw ustawien parametrow algo-
rytmu. Przedstawione sa one w tabeli 2. Dla kazdego wariantu parametréw algorytm
uruchamiany byt 10 razy. Tak wigc, w catym eksperymencie wykonanych zo-
stato1440 uruchomien algorytmu (préb znalezienia ekstremum globalnego).

Jako miare jakosci algorytmu przyjeto jego skutecznosé, ktéra jest zdefiniowana
jako procentowy stosunek liczby udanych prob znalezienia ekstremum globalnego
do liczby wszystkich prdb, przy czym prébe uznaje si¢ za nieudana, jezeli liczba
iteracji przekroczy 1000000, a ekstremum globalne nie zostanie znalezione. Dla kaz-
dego wariantu wyznaczona zostata takze srednia liczba iteracji dla préb skutecznych.
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Tabela 2. Wykaz wariantéw ustawien parametréw algorytmu

Nr| €1, C2 w n INr|l ¢uC2 w n INr| € C2 w n
1 2 0.1 10 |13 2 0.1 25 |25 2 01 50
2 2 0.5 10 |14, 2 05 25 |26 2 05 50
3 2 1 10 |15 2 1 25 |27 2 1 50
4 2 Rand[0;1] 10 |16 2 Rand[0;1] 25 |28 2 Rand[0;1] 50
5 15 0.1 10 |17 15 0.1 25 (29| 15 0.1 50
6| 15 0.5 10 [18] 15 05 25 |30 15 05 50
7 15 1 10 |19 15 1 25 (31| 15 1 50
8 15 Rand[0;1] 10 (20| 1.5 Rand[0;1] 25 |32| 1.5 Rand[0;1] 50
9 1 0.1 10 |21 1 0.1 25 |33 1 01 50
10 1 0.5 10 |22 1 05 25 |34 1 05 50
11 1 1 10 |23 1 1 25 |35 1 1 50
12 1 Rand[0;1] 10 (24 1 Rand[0;1] 25 |36 1 Rand[0;1] 50

4.1 Badanie dla funkcji Beale’a

Wyniki poszukiwania minimum globalnego dla funckji Beale’a przedstawione sa
w tabeli 3. Srednia skutecznosé algorytmu po wszystkich wariantach ustawien para-
metréw wyniosta 71,4%, natomiast $srednia liczba iteracji we wszystkich udanych
prébach — 18,8.

Skutecznosé rowna 100% osiggnieta zostata dla 8 nastepujacych wariantéw usta-
wien parametréw algorytmu: 1, 13, 16, 19, 25, 26, 27 i 35, przy czym najmniej ite-

racji, srednio 8.2, wykonanych zostato dla wariantu 25.

Przy zastosowaniu ustawien parametrow o numerach 9 i 21, algorytm nie znalazt
minimum globalnego (przy zatozonym Kkryteriu stopu, tzn. w 1000000 iteracji). Dla
obu tych wariantéw ¢; = ¢, = 1, w = 0.1, a wielkos¢ populacji nie przekracza 25.
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Tabela 3. Wyniki obliczen dla funkcji Beale’a

Skutecznosé¢ Liczba Skutecznos¢  Liczba Skutecznos¢ Liczba
N g iteracji || [%] iteracji |V | [%] iteracji
1 100 80,2 |13 100 10,1 |25 100 8,2
2 80 235 |14 90 20,6 |26 100 17,1
3 60 34,2 |15 90 31,7 |27 100 24,1
4 80 30,1 |16 100 17,0 |28 90 12,6
5 20 11,0 |17 80 93 |29 80 7,1
6 70 16,7 |18 70 12,6 |30 90 11,4
7 70 28,3 |19 100 18,9 |31 80 17,4
8 70 28,7 |20 80 13,3 |32 80 10,5
9 0 - 21 0 - 33 10 7,0
10 10 16 |22 60 12,0 |34 90 11,3
11 90 23,3 |23 80 17,0 |35 100 13,7
12 40 15,8 |24 60 11,8 |36 50 9,6

4.2 Badanie funkcji Easoma

Wyniki obliczen dla funkcji Easoma znajduja si¢ w tabeli 4.

Algorytm PSO dobrze sprawdzit si¢ w poszukiwaniu minimum globalnego tej
funkcji osiagajac 100% skutecznosé dla 28 badanych wariantéw parametréw. Sred-
nia skutecznos¢ dla wszystkich wariantow wyniosta 87,2%, a srednia liczba iteracji
dla udanych préb — 27,0.

Najmniej iteracji przy 100% skutecznosci — srednio 11,3 — algorytm potrzebowat
przy ustawieniu parametrow zgodnie z wariantem 29.

Dla dwdch wariantéw 5 i 9, minimum globalne nie zostato znalezione.

13



Mateusz Wiatrak, Ewa Figielska

Tabela 4. Wyniki obliczen dla funkcji Easoma

Skutecznosé Liczba Skutecznosé Liczba Skutecznosé¢ Liczba
NCC roe] teracgi || [6]  iteracji || [6]  iteracji
1 80 466 |13 100 18,4 |25 100 14,1
2 100 443 |14 100 21,2 | 26 100 22,4
3 100 56,1 |15 100 394 |27 100 35,2
4 100 382 |16 100 26,5 |28 100 20,1
5 0 - |17 100 155 |29 100 11,3
6 90 314 |18 100 21,2 |30 100 17,3
7 100 399 |19 100 29,8 |31 100 25,6
8 80 319 |20 100 18,5 |32 100 25,6
9 0 - |21 30 21,0 |33 100 16,6
10 30 30,0 |22 100 195 |34 100 15,5
11 100 353 (23 100 21,2 |35 100 20,7
12 30 390 |24 100 193 |36 100 15,6

4.3 Badanie funkcji Himmemblau

Wyniki obliczen dla funkcji Himmemblau przedstawione sa w tabeli 5.

Algorytm PSO dobrze sprawdzit si¢ w wyszukiwaniu miniméw globalnych tej
funkcji. Srednia skutecznos¢ po wszystkich wariantach wartosci parametrow jest
rowna 89,4%, przy czym skutecznos¢ 100% zostata osiagnigta dla 27 wariantow.
Najmniejsza liczba iteracji, $rednio 8,6, wymagana byta dla wariantu 29. Srednia
liczba iteracji dla préb skutecznych wyniosta 17,6.

Minimum globalne nie zostato znalezione tylko dla jednego wariantu

— 0 numerze 9.
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Tabela 5. Wyniki obliczen dla funkcji Himmelblau

Skutecznos¢  Liczba Skutecznos¢  Liczba Skutecznos¢  Liczba
N g iteracji || [%] iteracji || [%] iteracji
1 100 30,4 |13 100 11,4 |25 100 8,9
2 100 214 |14 100 18,2 |26 100 16,7
3 90 416 |15 100 27,0 |27 100 20,1
4 100 24,1 |16 100 16,7 |28 100 13,8
5 40 12,8 |17 100 99 |29 100 8,6
6 90 21,3 |18 100 15,2 |30 100 13,4
7 100 27,3 |19 100 21,1 |31 100 18,0
8 100 19,2 |20 100 13,2 |32 100 12,0
9 0 - |21 60 14,16 |33 70 8,9
10 60 13,2 |22 100 13,6 |34 100 11,7
11 90 24,3 |23 100 19,0 |35 100 16,0
12 20 255 |24 100 14,0 |36 100 11,6

4.4 Badanie funkcji Levy’ego nr 13

W tabeli 6 przedstawiono wyniki badania minimum funkcji Levy’ego.

Skutecznos¢ réwna 100% osiagnigta zostata dla ponad potowy (19) badanych
wariantow. Srednia skutecznosé po wszystkich probach wyniosta 80,3%. Srednia
liczba iteracji dla udanych préb wyniosta 2948,3. Wartos¢ ta wynika z wykonania
bardzo duzej liczby iteracji dla 3 wariantéw ustawien parametrow (1, 6 i 24). Dla
pozostatych wariantéw liczba iteracji byta znacznie mniejsza i nie przekraczata 40.
Srednia liczba iteracji dla udanych prob z pominieciem wariantéw 1, 6 i 24 wynosi
20,4. Najmniej iteracji — érednio 8,2 — wykonat algorytm z ustawieniami parame-
trow o numerze 29.

Najgorzej wypadty warianty, gdzie c; = c, = 1iw = 0,1. Przy takich warto-
sciach parametrow i populacji sktadajacej si¢ z 10 i 25 osobnikéw nie udato sie
znalez¢ minimum globalnego. Dla n = 50, skuteczno$¢ algorymu wyniosta 30%,

co w poréwnaniu do pozostatych wariantéw parametréw jest stabym wynikiem.
15
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Tabela 6. Wyniki obliczen dla funkcji Levy’ego

Skutecznos¢  Liczba Skutecznos¢  Liczba Skutecznos¢ Liczba
NFl o) iteracji || [%] iteracji || [w] iteracji
1 50 59687,4 |13 100 150 |25 100 10,3
2 100 31,1 |14 100 20,4 |26 100 17,0
3 70 479 |15 100 31,5 |27 100 25,4
4 90 29,7 |16 100 22,4 |28 100 154
5 10 16,0 |17 80 15,3 |29 100 8,2
6 80 14164,9 |18 90 16,6 |30 100 13,7
7 90 32,7 |19 100 235 |31 100 21,0
8 70 28,6 |20 100 16,4 |32 100 13,1
9 0 - 21 0 - 33 30 10,3
10 40 17,75 |22 80 16,6 |34 100 13,0
11 80 37,6 |23 100 20,3 |35 100 18,6
12 40 15,8 |24 90 25757,1|36 100 12,3

4.5 Podsumowanie uzyskanych wynikéw

Minimum funkcji zostato znalezione w 82% wszystkich 1440 uruchomien algo-
rytmu, przy czym dobor parametrow byt kluczowy w odniesieniu sukcesu. Zastoso-
wanie pewnych wariantéw parametréw dawato skutecznos¢ rowng 100% dla kazdej
z badanych funkcji, a w przypadku niektérych innych wariantéw dla kazdej z funckji
obserwowano niska skutecznos¢ algorytmu.

W niniejszym podrozdziale przeanalizujemy dziatanie algorytmu PSO na podsta-
wie wartosci sredniej skutecznosci liczonej po wszystkich badanych funkcjach te-
stowych. Rysunek 2 przedstawia wartosci sredniej skutecznosci dla kazdego z 36

wariantéw ustawien parametrow.
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Rysunek 2. Srednia skutecznosé¢ po wszystkich badanych funkcjach

Na rysunku tym widzimy, ze rozmiar populacji ma znaczny wptyw na jakos¢ wyni-
kéw. Przy n = 10 (warianty 1-12) srednia skutecznos¢ nigdy nie osiggneta 100%,
podczas gdy dla n = 25 i 50 (warianty 13-24 i 25-36), stuprocentowa skutecznosé¢
dla wszystkich 4 funkcji testowych zostata uzyskana w 7 przypadkach. Liczba
wariantéw, dla ktérych srednia skutecznosé jest nie mniejsza niz 90% jest rowna 4,
91 10, gdy rozmiar populacji wynosi, odpowiednio, 10, 25 i 50.

Dla wariantu o numerze 9, algorytm PSO nie znalazt ekstremum globalnego dla
zadnej z testowanych funkcji. W wariancie tym ¢; =¢c; =1, w=0.1 i n = 10.
Przy takich ustawieniach wspoétczynnikow uczenia i wagi inercji rowniez dla wigk-
szych populacji srednia skutecznosé¢ algorytmu jest niewielka. Wynosi ona 22.5%
i 52.5%, odpowiednio, dlan = 25 i 50 (warianty 21 i 33).

W tabeli 7 zebrane zostaty dwa rodzaje wariantow ustawien parametréw algo-
rytmu, a mianowicie warianty, przy ktérych srednia skutecznos¢ wynosi 100% oraz
warianty ze srednig skutecznoscia nie przekraczajaca 75%.

W tabeli tej widzimy, ze w 5 sposrdd 7 najlepszych wariantéw ustawien para-
metréw wspoétczynniki uczenia majg wartosé¢ 2 i, jak juz byto wspomniane wcze-
$niej, we wszystkich 7 najlepszych wariantach n > 25.

Jezeli chodzi o najgorsze warianty, to w wiekszosci z nich ¢; =c, =1, w = 0,1
orazn = 10.
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Tabela 7. Najlepsze i najgorsze ustawienia parametrow algorytmu

Skutecznos¢

[%] Nr ¢1,C w n

Najlepsze ustawienia 100 13 2 0.1 25
parametrow: 100 16 2 Rand [0;1] 25
100 19 15 1 25

100 25 2 0.1 50

100 26 2 0.5 50

100 27 2 1 50

100 35 1 1 50

Najgorsze ustawienia 0% 9 1 0.1 10
parametrow: 17.5% 5 15 0.1 10
22.5% 21 1 0.1 25

32.5% 12 1 Rand [0;1] 10

35% 10 1 0.5 10

52.5% 33 1 0.1 50

5 Whnioski i uwagi koncowe

W pracy zaimlementowano i zbadano dziatanie algorytmu optymalizacji rojem cza-
stek zastosowanego do znajdowania ekstremoéw globalnych funkcji. Wykonany zo-
stat eksperyment obliczeniowy z wykorzystaniem 4 funckji testowych.

W eksperymencie tym zbadano 36 réznych wariantéw ustawien parametrow al-
gorytmu. Na podstawie uzyskanych wynikdw okreslone zostaty takie wartosci para-
metrow algorytmu, ktore daja wysoka skutecznos¢ znajdowania ekstremum global-
nego oraz wartosci, przy ktorych dziatanie algorytmu nie jest satysfakcjonujace.
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A particle swarm optimization algorithm for finding global extrema of
some benchmark functions

Abstract

In this paper, we present the particle swarm optimization algorithm for
finding the global extrema of several single and multimodal functions.
The values of the algorithm parameters which ensure its best perfor-
mance are determined on the basis of the computational results.

Keywords - Particle swarm optimization, global extremum, benchmark functions
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