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Zenon GNIAZDOWSKI'

O ALGORYTMACH
BADANIA WEASNOSCI RELACJI

Streszczenie

W artykule oméwione relacje dwuargumentowe, oraz algorytmy stuzace do badania ich wtasnosci,
a takze przedstawiono przyktady relacji wraz z okresleniem ich typow.

Abstract

In this paper, the binary relations and algorithms for examination of theirs properties are presented.
At the end, examples with full description of relations types are showed.

1. WSTEP

Pojecie relacji jest podstawowym pojeciem matematycznym [1,2]. Pojecie to
jest takze uzyteczne w innych dziedzinach. Jako przyktad jego uzytecznosci mozna
podac relacyjne bazy danych lub statystyke. W bazach danych, pojecie relacji jest
uzywane w znaczeniu pewnego podzbioru iloczynu kartezjaniskiego. W statystyce
relacje konstytuuja skale pomiarowe: skala nominalna jest stanowiona przez relacje
rOwnowaznosci, skale mocniejsze — przez relacje porzadku.

W przypadku dwuargumentowych relacji na zbiorach skoficzonych istnieje moz-
liwos¢ ich reprezentacji przy pomocy macierzy kwadratowej (notabene bedacej ma-
cierzg sgsiedztwa grafu). Macierzowa reprezentacja relacji umozliwia algorytmizacje
badanie wilasnosci relacji. Takie podejScie ma istotne znaczenie z punktu widzenia
dydaktyki informatyki. Inzynier powinien umieé¢ skojarzy¢ pojecia teoretyczne

! Dr hab. inz. Zenon Gniazdowski jest profesorem Warszawskiej Wyzszej Szkole Informatyki oraz docentem
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z praktycznym ich zastosowaniem. W szczegdlnosci inzynier informatyk powinien
umie¢ modele matematycznych przedstawia¢ w formie zalgorytmizowanej.

W niniejszym artykule zostang oméwione relacje dwuargumentowe, a takze spo-
soby ich reprezentacji oraz algorytmy do badania wlasnosci relacji. Zostang takze
pokazane przyktady relacji wraz z oméwieniem ich wlasnosci i okresleniem ich ty-
p6éw. Dla zobrazowania relacji zostang przedstawione grafy narysowane przy pomo-
cy programu yEd Graph Editor [3].

2. ILOCZYN KARTEZJANSKI ZBOROW

Rozwaza si¢ dwa zbiory S i 7. Elementami zbioru S s3 elementy s : s € S.
Analogicznie, elementami zbioru 7 sg elementy ¢ : ¢ € T. Zbior wszystkich uporzad-
kowanych par (s, ) nazywa si¢ illoczynem (produktem) kartezjanskim zbiorow S'i 7.
lloczyn kartezjaniski oznacza si¢ jako S xT. Mozna to zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

SxT={s,t):seSiteTl} (1)

Jako przyktad moze postuzy¢ iloczyn kartezjaniski dwéch zbioréw, z ktérych

pierwszy zawiera cztery cyfry: S = {1,2,3,4}, za$ zbiér drugi zawiera trzy litery:

T = {a,b,c}:
(La) @,5) ()
2,a) 2.p) @,c)
G.a) (3.,0) ()
@,a) (@4,p) (4,c)
Przyktad ten moze mie¢ swojg interpretacje graficzng (Rys. 1). Jezeli na ptasz-
czyZnie oznaczy¢ wiersze elementami jednego zbioru, a kolumny — elementami zbio-

ru drugiego, to na przeci¢gciu odpowiedniego wiersza 1 kolumny mozna zaznaczy¢
punkt, bedacy reprezentacjq pary (cyfra X litera).

SxT ={,23,4}x{a,b,c}= (2)

1
2 [] [] ]
3

4 L} L} n

Rys. 1. Graficzna interpretacja iloczynu kartezjariskiego

Whioskiem z definicji (1) jest stwierdzenie, ze operacja iloczynu kartezjanskiego
nie jest operacja przemienng:
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SxT#TxS . (3)

W uzupetnieniu nalezy doda¢, ze jezeli zachodzi réwnos¢ S = T, to zamiast S X S
mozna napisaé S°.

Przyktadem iloczynu kartezjariskiego jest zbiér punktéw na plaszczyznie.
Jesli w (1) przyja¢ S = R, gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych, wowczas
S xS =RXR = R Taki zapis oznacza zbior punktéw na plaszczyznie OXY. Z nie-
przemiennosci operacji iloczynu kartezjaniskiego wynika, ze dla pary liczb definiujg-
cych punkt w dwuwymiarowej przestrzeni kartezjaniskiej nie jest obojetna kolejnosé
ich wystepowania?.

Innym przyktadem iloczynu kartezjanskiego jest zbior adresOw elementéw ma-
cierzy. Macierz jest skoiczconym dwuwskaZznikowym ciggiem elementéw, zwykle
zapisywanym w postaci tablicy o m wierszach i n kolumnach:

a, ap a,,
a a a
21 22 2n
“4)
aml amZ amn

Dwuwskaznikowy indeks jest ,,adresem” elementu w macierzy. Np. zapis a, =1
oznacza, ze element znajdujacy si¢ w drugim wierszu i czwartej kolumnie macierzy
jestrowny 1. Macierz jest definiowana jako funkcja okreslona na iloczynie kartezjan-
skim zbioréw {1,2,...,m} oraz {1,2,....,n}:

f2,..,mx{2,...,n}>R 5)

3. RELACJA DWUARGUMENTOWA

Dla danych zbioréw S 1 T relacjg dwuargumentowg na zbiorze S x7T jest jego
dowolny podzbiér. Przyktadem relacji moze by¢ przydzial przedmiotéw, ktérych
uczg nauczyciele w pewnej szkole. W przykladzie tym mozna wyodrebni¢ dwa
zbiory. Pierwszy z nich, to zbiér nazwisk nauczycieli: S={Kowalski, Kwiatkowski,
Malinowski, Nowak, Wisniewski}. W zbiorze drugim znajdg si¢ przedmioty, ktére sg
w szkole nauczane: T={gimnastyka, rytmika, spiew, taniec}. Oto przydzial przed-
miotéw do réznych nauczycieli: {(Nowak, rytmika), (Nowak, spiew), (Nowak, ta-
niec), (Kwiatkowski, gimnastyka), (Malinowski, rytmika), (Malinowski, taniec),
(Kowalski, taniec), (Wisniewski, gimnastyka), (Wisniewski, spiew)}. Przydzial ten

2 Pojecie iloczynu kartezjanskiego mozna to rozszerzy¢ na wigksza liczbe wymiaréw: produkt RxRxR oznacza
zbidr punktéw w przestrzeni tréjwymiarowej, oznaczanej przez R°.
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jest przyktadem relacji. Jak widacd, jest to tylko pewien podzbior iloczynu kartezjan-
skiego S xT. Iloczyn kartezjanski zawieratby dwadziescia par (nazwisko, przedmiot),
zas$ przedstawiona relacja zawiera tylko dziewigc par.

4. Reprezentacja relacji

Rozwaza si¢ dwa zbiory: zbiér § = {x .x,,...x } sktadajacy si¢ z m elementéw
oraz zbioér T = {y,y,,...y,} zawierajgcy n elementow. Niech na ich iloczynie karte-
zjaiskim bedzie okreslona pewna relacja p. Relacja ta moze by¢ reprezentowana
w postaci macierzy. Poniewaz macierz relacji jest jednoczesnie macierzg sgsiedztwa
grafu, Relacja moze by¢ takze reprezentowana w formie grafu.

1.1.  Macierz relacji

Macierzg relacji p jest to zerojedynkowa macierz [R]ic e (macierz boolow-
ska), zawierajagca m wierszy i n kolumn. Jej elementy okreslone sg nast¢pujagcym

WZOorem:

L, gdy xpy,
i = (6)

0. gdy ~spy,)

W przypadku, gdy S = T, to relacja w zbiorze S jest pewien podzbiér zbioru
SxS.

W dalszej czesci artykutu beda tylko rozpatrywane relacje w skoinczonym n-
elementowym zbiorze S. Relacje te beda reprezentowane przez kwadratowg macierz
o rozmiarze n X n. Jako przyktad, zostanie pokazana relacja p okreslona na pigcioele-
mentowym zbiorze S={1,2,3,4,5}, Dla dwoch zmiennych m,n € S, relacja zdefinio-
wana jest w nastgpujacy sposob: mpn <> m + n jest liczbg ztozong. Macierz tej relacji
(ozn. R) ma nastgpujacg postac:

001 01
01 010
R={1 0 1 0 1 (7)
01 0 11
10 1 1 1]

W pokazanym przyktadzie suma 3 + 5 jest liczbg ztozong. Zgodnie z definicjg tej
relacji, pomigdzy liczbami 3 1 5 zachodzi relacja. Tymczasem, suma 2 + 3 jest liczbg
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pierwsza. Oznacza to, ze pomigdzy liczbami 2 i 3 nie zachodzi relacja. Powyzsze
fakty ujawniajg si¢ w macierzy w ten sposob, ze R, ;= 1, zas R2,= 0.

1.2.  Graf relacji

Jezeli elementy zbioru § = {x ,x,,...x } potraktowac jako wezly grafu, to fakt, iz
element x, jest w relacji z elementem X mozna na grafie przedstawi¢ przy pomocy
tuku skierowanego od wezta x,do wezta x. Otrzymany graf jest grafem skierowanym,
za$ macierz relacji jest jednoczesnie macierzg sgsiedztwa grafu. Na Rys. 2 przedsta-
wiono graf relacji opisanej macierzg (7).

Rys. 2. Graf relacji opisanej macierzq (7).

5. WEASNOSCI RELACJI

Relacja dwuczltonowa moze si¢ charakteryzowaé pewnymi wiasnosciami. Moze
ona by¢ zwrotna, przeciwzwrotna, symetryczna, antysymetryczna, przechodnia lub
spojna. Poniewaz relacja moze by¢ reprezentowana przez macierz lub graf, to jej
wlasnosci ujawnig si¢ we wlasnosciach tej macierzy lub grafu. Identyfikujac te wia-
snosci, mozna algorytmizowaé sprawdzanie, czy relacja posiada dang wlasnosc.
Z drugiej strony, macierz relacji jest macierzg zerojedynkowa lub boolowskg. Ta
podwdjna interpretacja pozwala na dwojakie podejscie do algorytmizacji badania
wiasnosci relacji. W zaleznosci od interpretacji elementow macierzy, dla jej zeroje-
dynkowych elementéw bgdg stosowne operacje algebry liczb, zas$ dla elementéw bo-
olowskich — operacje boolowskie. Do tego celu w naturalny sposéb nadaje si¢ jezyk
C, ktory zostanie uzyty do tworzenia algorytméw badania wtasnosci relacji®.

3 W jezyku C nie ma osobnego typu dla zmiennych boolowskich, ktére sg reprezentowane jak liczby catkowite.
Dlatego, catkowite wartosci ,,1” oraz ,,0” mozna traktowac jako logiczne wartosci ,,prawda” oraz ,,falsz”.
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— Zwrotnosé: Relacja p okreslona w zbiorze S jest zwrotna, gdy dla kazdego
elementu x € S element ten pozostaje w relacji z samym sobg. Mozna to przedstawic
W nastepujacy sposob:

VxeS:xpx (8)

W zapisie macierzowym zwrotnos¢ przejawia si¢ tym, ze wszystkie elementy
znajdujace si¢ na przekatnej macierzy R sg rowne /. Oznacza to, ze w kazdym wezZle
grafu relacji znajdowac si¢ bedzie petla. Algorytm sprawdzania zwrotnosci powinien
sprawdzaé, czy na przekgtnej macierzy znajdujg si¢ same jedynki. Jezeli pojawi si¢
co najmniej jedno zero, to relacja nie jest relacjg zwrotng. Algorytm badania zwrot-
nosci zapisany w postaci funkcji w jezyku C ma nastg¢pujgcg postac:

int zwrotna (int A[SIZE] [SIZE],int n)
{
int 1i,3;
for (i=0;i<n;i++)
if (A[i][i] == 0) return 0;
return 1;

— Przeciwzwrotnos¢: Relacja p okreslona w zbiorze S jest przeciwzwrotna, gdy
zaden element x € § nie jest w relacji z samym sobg:

Vx e S :—(xpx) 9)

W zapisie macierzowym, przeciwzwrotnos¢ przejawia si¢ tym, ze na gtdéwnej

przekatnej macierzy relacji znajdujg si¢ same zera. Na grafie ujawni si¢ to w ten

sposéb, ze zaden jego wezel nie bedzie posiadat petli. Algorytm badania przeciwzw-

rotnosci powinien poszukiwac jedynek na przekatnej macierzy. Jezeli pojawi si¢ co

najmniej jedna jedynka, to relacja nie jest relacja przeciwzwrotng. Funkcja badajgca
przeciwzwrotnos¢ ma nastgpujacg postac:

int przeciwzwrotna (int A[SIZE] [SIZE],int n)
{

int 1i,73;
for (i=0;i<n;i++)

if (A[i][i] == 1) return 0;
return 1;

— Symetria: Relacja p okreslona w zbiorze S jest symetryczna, gdy dla dwéch do-
wolnych elementéw x,y € S, z faktu, ze x jest w relacji z y, wynika, ze y jest w relacji z x:

44



O ALGORYTMACH BADANIA WEASNOSCI RELACII

Vx,yeS xpy = ypx (10)
W zapisie macierzowym, symetria relacji przejawia si¢ w symetrii macierzy rela-
cji: R = R”. Obraz grafu takiej relacji charakteryzuje si¢ tym, ze wszystkie tuki mie-
dzy dwoma weztami grafu biegng w dwoch kierunkach. Algorytm badania symetrii
polega na przebiegu przez wszystkie elementy R znajdujace si¢ ponad przekatng
1 sprawdzaniu, czy komplementarne elementy R, lezace pod przekatng sg im réwne.
Jezeli pojawi si¢ sytuacja, ze R, # Rj, wtedy relacja nie jest relacjg symetryczna.
Algorytm badania symetrii relacji ma nastepujacg postac:

int symetryczna (int A[SIZE][SIZE],int n)
{
int 1,737
for (i=0;i<n-1;1i++)
for (j=i+1;j<n;j++)
if (A[i1([3]1 !'= A[j1[i]) return O;
return 1;

}

— Antysymetria: Relacja p okreslona w zbiorze S jest antysymetryczna, jezeli dla
dowolnych dwdéch elementéw x,y € S z faktu, ze x jest w relacji z elementem y i y jest
w relacji z x, wynika, ze elementy x i y sg identyczne:

Vx,yeS:xpyArypx=>x=y (11)

W zapisie macierzowym, antysymetria relacji przejawia si¢ tym, ze jezeli w R,-J:I ,to
Rﬁ:O. Oznacza to, ze dla relacji antysymetrycznej zawsze zachodzi nast¢pujacy warunek:

V(i /)i RyAR,; =0 (12)

Na grafie ujawni si¢ to w tym, ze jezeli migdzy dwoma réznymi weztami jest

jakis tuk, to jest to tuk pojedynczy. Algorytm badania antysymetrii relacji polega na

przebiegu przez wszystkie elementy znajdujagce si¢ ponad przekatng i sprawdzaniu

warunku (12). Jezeli ten warunek nie jest spetniony co najmniej jeden raz, to relacja

nie jest antysymetryczna. Algorytm badania antysymetrii ma postac:

int antysymetryczna (int A[SIZE] [SIZE],int n)
{
int 1i,73;
for (i=0;i<n-1;i++)
for (j=i+1;j<n;Jj++)
if (A[1][3] && A[j][i]) return O;
return 1;
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— Przeciwsymetria: Relacja p okreslona w zbiorze S jest przeciwsymetryczna,
gdy dla dwéch dowolnych elementéw x,y € S, z faktu, ze x jest w relacji z y, wynika,
ze y nie jest w relacji z x:

Vx,yeS xpy = —(ypx) (13)
Przeciwsymetria relacji jest rtOwnowazna wystepowaniu dwéch innych wezesniej
zdefiniowanych witasnosci relacji: antysymetrii i przeciwzwrotnosci. Jezeli relacja
jest przeciwzwrotna i antysymetryczna, to jest przeciwsymetryczna. Oznacza to, ze
dla badania przeciwsymetrii nie ma potrzeby tworzenia specjalnego algorytmu.
— Przechodnio$¢: Relacja p okreslona w zbiorze S jest przechodnia, jezeli dla
dowolnych elementéw x,y,z € S, z faktu, ze x jest w relacji z elementem y i y jest
w relacji z elementem z, wynika, ze x jest w relacji z elementem z:

Vx,y,z €8 Xpy A ypz = xpz (14)

Graf relacji przechodniej charakteryzuje si¢ tym, ze jezeli istnieje tuk od wezta x
do wezta y i od wezta y do wezta z, to istnieje takze tuk idgcy ,,na skroty” od wezta x
do wezta z. Mozna to takze sformutowac inaczej: jesli pomiedzy weztami x i z istnie-
je droga o dtugosci dwoch tukow, to w relacji przechodniej pomiedzy tymi weztami
bedzie takze istniata droga o dtugosci jednego tuku.

Powyzsza obserwacja moze pomdc w znalezieniu algorytmu badania przechod-
niosci. Z teorii graféw wiadomo, ze macierz sgsiedztwa grafu (R) zawiera informacje
o drogach o dlugosci jednego tuku, zas jej kwadrat (R?) zawiera informacj¢ o ilosci
drég o dtugosci dwéch tukéw [2]. Warunek przechodniosci relacji mozna teraz wyra-
zi¢ nastgpujgco: jezeli jakis element macierzy R? jest rozny od zera, to element o tych
samych wspotrzednych w macierzy R jest takZe rozny od zera.

Macierz R jest macierzg zero-jedynkowg (boolowska). Jej kwadrat (zliczajacy dro-
gi o dlugosci dwéch tukéw) moze zawierac zera lub liczby wigksze od zera. Z punktu
widzenia badania przechodniosci nie jest to istotne. Zamiast niezerowej liczby drog
o dlugosci dwéch tukéw, w odpowiednich miejscach macierzy wynikowej wystarczy
wstawi¢ jedynke informujaca, ze takie drogi istnieja, a nastepnie sprawdzac, czy je-
dynkom w macierzy wynikowej towarzyszg jedynki w macierzy R.

Operacje mnozenia macierzy (przez siebie) oraz wstawiania jedynek, mozna za-
stapi¢ operacjg boolowskiego mnozenia macierzy. W tej sytuacji warunek przechod-
niosci relacji bedzie spetniony, gdy:

R *R<R, (15)

W wyrazeniu (15) operacja (*) oznacza wlasnie mnozenie boolowskie macierzy

[2].
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W zwyklym mnozeniu macierzy znanym z algebry liniowej, wynikowy element
mnozenia znajdujacy si¢ w i-fym wierszu i j-tej kolumnie jest liczony jako iloczyn
skalarny i-fego wiersza w macierzy pelnigcej role mnoznej i j-fej kolumny w ma-
cierzy bedacej mnoznikiem rozwazanego iloczynu. Oznaczajgc kwadrat macierzy R
jako RR, mozna to przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

RR, = ZRikR,g. (16)
W mnozeniu boolowskim, zamiast iloczynu i sumy w wyrazeniu (16) uzywa sie
odpowiednio iloczynu i sumy boolowskiej:

anb=min(a,b) avb=max(a,b), (17)
W ten sposéb, element wynikowy bedacy skutkiem operacji boolowskich —
w przeciwienstwie do wyrazenia (16) — mozna wyrazic:

RR. = JR, AR,
ij LkJ ik ki (18)
Nieréwnos¢ w wyrazeniu (15) oznacza, ze w zerojedynkowej macierzy RR otrzy-

mywanej jako wynik mnozenia boolowskiego, jedynki mogg si¢ znajdowac co naj-

wyzej w tych miejscach, w ktérych znajdujg si¢ jedynki w macierzy R. Algorytm
badania przechodniosci sktada si¢ z dwdch faz. W fazie pierwszej wykonywana jest

operacja (18), zas w fazie drugiej sprawdzany jest warunek (15):

int przechodnia (int A[SIZE][SIZE], int n)
{
int AA[SIZE] [SIZE];
int 1,3,k;
//mnozenie boolowskie: AA = A*A — wz. (18)
for (i=0;i<n;i++)
for (3=0;3j<n;j++)
{
AA[1][3] = O;
for (k=0;k<n;k++)
AA[i][3] = AA[i]([3] I (A[i]l[k]l&&A[K]I[J]1);
}

//sprawdzenie warunku (15)
for (i=0;i<n;i++)

for (3=0;3j<n;j++)

if (AA[i][3j] > A[i][j]) return O;
return 1;
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— Sp6jnosé: Relacja p okreslona w zbiorze S jest spdjna, jezeli dla dowolnych
dwoch elementdw x,y € S element x pozostaje w relacji z elementem y lub element y
pozostaje w relacji z elementem x:

Vx,yeSxpyvypzvx=y (19)

W zapisie macierzowym spojnos¢ przejawia si¢ tym, ze jezeli w macierzy rela-

CjiR;=0,to R = 1. Oznacza to, ze dla relacji spojnej zawsze zachodzi nastgpujacy
warunek:

v (i, j)i;zj Rg/ v R_ji =1, 20)

Graf relacji spdjnej charakteryzuje si¢ tym, ze pomig¢dzy dwoma réznymi jego

weztami istnieje tuk co najmniej w jednym kierunku. Algorytm badania spdjnosci

relacji polega na przebiegu przez wszystkie elementy macierzy znajdujace si¢ ponad
przekatng i sprawdzaniu, czy spetniony jest warunek (20):

int spojna(int A[SIZE][SIZE],int n)
{
int 1,737
for (i=0;i<n-1;i++)
for (j=i+1l;j<n;j++)
if (Y(A[i]1([03]1 || A[3]1([4i]1)) return O;
return 1;

}

6. TYPY RELACJI

Wiasnosci relacji dwucztonowej moga konstytuowac jej typ. Jezeli relacja jest
zwrotna, symetryczna i przechodnia to jest relacja r6wnowaznosci. Jezeli rozwaza
si¢ pewien zbidr z okreslong na nim relacja réwnowaznosci, to elementy zbioru bg-
dace ze sobg w relacji stanowig klase abstrakcji (klas¢ rownowaznosci). Relacja row-
nowaznosci dzieli zbidr na roztgczne klasy abstrakcji.

Kolejnym typem jest relacja czgsciowego porzadku. Jest to relacja zwrotna, an-
tysymetryczna i przechodnia. Zbioér z relacjg czgSciowego porzadku jest zbiorem
czgsciowo uporzadkowanym. W zbiorze czgSciowo uporzagdkowanym sortowanie
(w sensie danej relacji) jest mozliwe tylko w ramach pewnych podzbioréw. Niestety,
taka relacja nie daje mozliwosci sortowania caltego zbioru.

Z kolei mocniejsze wymagania spetnia relacja porzadku liniowego. Jezeli relacja
jest relacjg porzadku czesciowego i jest spdjna, to jest to relacja porzadku liniowego.
Porzadek liniowy jest wlasnoscig silniejszg niz porzadek czgsciowy. Daje on mozli-
wos¢ sortowania caltego zbioru.
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7. PRZYKLADY RELACJI

Dla pokazania réznych wiasnosci relacji zostang przedstawione przyktady kilku
relacji, dla ktérych zostang wskazane ich wlasnosci 1 typy.

Przyklad 1: Dany jest zbior S={1,2,3,4,5,6,7} oraz zmienne m,n € S. Relacja jest
zdefiniowana w nastgpujacy sposob: mpn < m+n jest liczbg pierwszq. Macierz tej
relacji ma nastg¢pujgca postaé:

1 1.0 1010
1 01 01 00O
0101 00O
R=|{1 0 1 0 0 0 1 (21)
0100010
1 0001 01
00 01 0 1 0]

Na Rys. 3 przedstawiono graf relacji (21). Pokazana w przyktadzie relacja jest rela-
cjg symetryczng: dla macierzy zachodzi zwigzek R = R, za$ w grafie pomiedzy wezta-
mi biegng tuki w dwie strony. Poniewaz nie zachodza zdefiniowane wyzej wiasnosci
(8), (9), (11), (13), (14) 1 (19), symetria jest jedyng wlasnoscia omawianej relacji.

Rys. 3. Graf relacji opisanej macierzq (21).
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Przyklad 2: Dla danego zbioru S={1,2,3,4,5,6,7} i zmiennych m,n € S, relacja
jest zdefiniowana w nastgpujacy sposob: mpn < m jest dzielnikiem liczby n. Macierz
relacji ma postac:

1 1 01 0 1 O]
1 010100
01 01000
R=|1 01 0 0 0 1 (22)
01 00O0T1 0
1 000101
0001 0 1 0]

Na Rys. 4 przedstawiono graf relacji (22). Pokazana w przyktadzie relacja jest rela-
cjg zwrotng — kazda z liczb jest swoim witasnym dzielnikiem. Jest to takze relacja anty-
symetryczna — jezeli liczba m jest dzielnikiem réznej od siebie liczby n, to liczba n nie
jest dzielnikiem liczby m. W grafie ujawni si¢ to w ten sposéb, ze pomiedzy weztami
biegng tuki tylko w jedng strong. Relacja jest takze przechodnia — zachodzi zaleznos¢é
(15). W ten sposéb spetnione sg warunki definiujgce relacje czgsciowego porzadku.

Rys. 4. Graf relacji opisanej macierzq (22).

Przyklad 3: Dla danego zbioru S={1,2,4,8,16,32,64}, i zmiennych m,n € S, re-
lacja jest zdefiniowana w nastepujacy sposéb: mpn < m jest dzielnikiem liczby n.
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W stosunku do poprzedniego przyktadu, réznica polega jedynie na rozpatrywaniu
réznych zbioréw. Poza tym, relacja jest zdefiniowana identycznie. Macierz tej relacji
ma nastepujacg postac:

(23)

=

Il
S O O o o o =
S O O O = =
O O O = =
O = = = =
O = = = e e
e e

O O O = = =

0 0 0

Rys. 5 pokazuje graf relacji (23). Przedstawiona relacja jest zwrotna, antysyme-
tryczna 1 przechodnia, oraz jest spdjna. W przeciwienstwie do relacji z przyktadu 2,
ktéra byta porzadkiem czgsciowym, jest to relacja porzadku liniowego.

Rys. 5. Graf realcji opisanej macierzq (23).

Przyklad 4: Dla danego zbioru S={1,2,3,4,5,6,7,8,9} oraz zmiennych m,n € S,
relacja jest zdefiniowana w nastepujacy sposob: mpn < (m = n) mod 4. Relacj¢ te

51



Zenon GNIAZDOWSKI

mozna nazwac relacjg kongruencji modulo cztery. Inaczej méwigc, zmienne m i n s3
ze sobg w relacji, gdy majg jednakowe reszty z dzielenia przez cztery. Macierz tej

relacji ma nastg¢pujgcg postac:
1

S O O O O = O

— O O O = O O O

(e)

oS O = O O O = O O

S = O O O = O O O

- o O O = O O O =

oS O = O O O = O

(e}

S = O O O = O O

(e}

S = O O O = O O O

—_ O O O = O O O =

(24)

Na Rys. 6 przedstawiono graf relacji (24). Z analizy macierzy oraz grafu wy-
nika, ze jest to relacja zwrotna — kazdy element jest w relacji z sobg, na przekgtnej
macierzy znajdujg si¢ same jedynki, w grafie kazdy wezet ma petle. Jest to takze
relacja symetryczna — jezeli liczba m ma reszt¢ z dzielenia przez 4 identyczng z resz-
ta z dzielenia liczby n przez cztery, to takze liczba n ma reszt¢ z dzielenia przez 4
identyczng z resztg z dzielenia liczby m przez cztery. W grafie pomiedzy ré6znymi
weztami tuki biegng parami i sg skierowane w przeciwnych kierunkach. Relacja jest
takze przechodnia — zachodzi zwigzek (15), zas na grafie wida¢, ze kazda droga
o dtugosci dwoch tukéw moze by¢ zastgpiona przez droge ,,na skréty”” majacg tugosé
jednego tuku. Jest to wigc relacja rownowaznosci. Relacja ta dzieli zbiér na cztery
klasy abstrakcji. Kazda z tych klas zawiera elementy bgdace ze soba w relacji. Klasy
te na grafie sa widoczne jako cztery podgrafy spdjne.

Rys. 6. Graf realcji opisanej macierzq (24).
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8. PODSUMOWANIE

Relacja dwuargumentowa w zbiorze skoficzonym moze by¢ przedstawiona przy
pomocy macierzy boolowskiej, ktdra jest jednoczesnie macierzg sgsiedztwa grafu
relacji. Graf relacji przez odwotywanie do wyobrazni, daje mozliwos¢ badania re-
lacji w prosty i intuicyjny spos6éb. Tymczasem reprezentacja macierzowa, pozwala
na algorytmizacj¢ badania wtasnosci relacji a w konsekwencji umozliwia stworzenie
programu do badania witasnosci 1 typow relacji. Takie podejscie jest korzystne ze
wzgledéw dydaktycznych, gdyz umozliwia przejscie od abstrakcyjnego modelu ma-
tematycznego do konkretnego modelu w postaci algorytmu komputerowego. Nalezy
takze zauwazyc, ze algorytmy odwotujace si¢ operacji na macierzach, sg dobrym
treningiem programistycznym, przygotowujagcym do tworzenia bardziej ztozonych
programow.
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