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FRAKTALE WOKOL NAS
I KILKA SEOW O CHAOSIE

Streszczenie

W artykule zawarte sa podstawowe informacje na temat geometrii fraktalnej oraz chaosu pojawia-
jacego si¢ w obliczeniach. Przedstawione sg w nim przyktady struktur fraktalnych wystgpujacych
w srodowisku naturalnym, w tym w wybranych procesach atmosferycznych. Materiat ten ma za-
checi¢ ambitnych studentéw do siggnigcia do bardzo bogatej literatury.

Abstract

The article presents basic information on fractal geometry and chaos, which appeared during dif-
ferent calculations. Some examples of fractal structures in environment and in the processes in the
atmosphere are included. This article is aimed to raise interest of ambitious students to refer them
to the literature.

1. WSTEP - DEFINICJA FRAKTALA. FRAKTALE W NATURZE

Co to jest Fraktal wie kazdy, cho¢ moze nie jest tego Swiadomy. Jezeli ktos nie
potrafi poprawnie zdefiniowac tego terminu, to na pewno go styszal. Ot6z, fraktal
jest pewng strukturg samopodobng spetniajaca kilka warunkéw, z ktérych najwaz-
niejszym jest wymiar fraktalny Hausdorffa? (wlasciwie: Hausdorffa—Besicovitcha).
Ten konkretny warunek zaktada, ze wymiar Hausdorffa fraktala jest niemniejszy od
jego wymiaru topologicznego. A to oznacza, ze dowolna krzywa jakiegos$ ksztattu
jest topologicznym réwnowaznikiem prostej linii i ma topologiczny wymiar wyno-
szacy jeden. Oznacza to réwniez, ze wymiar krzywej nie moze by¢ mniejszy od jed-
nosci, a figury ptaskiej od dwéch.

! Prof. dr hab. inz. wyklada w Warszawskiej Wyzszej Szkole Informatyki. Jest etatowym pracownikiem
Wojskowej Akademii Techniczne;j.

2 Felix Hausdorff (ur. 8 listopada 1868 roku we Wroctawiu (wéwczas Breslau), zm. 26 stycznia 1942
roku w Bonn) — niemiecki matematyk, jeden z twércéw topologii.
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Ponadto, musimy zapamieta¢, ze wymiar topologiczny punktu (oraz zbioru punk-
tow) jest rOwny zeru.

Fraktal powstaje w wyniku niezbyt ztozonej procedury geometrycznej. Jednak
kazda taka konstrukcja prowadzi do przyblizenia, a nie do efektu ostatecznego. Tak
wigc:

- Fraktale istniejg jedynie jako idealizacja zjawiska.

- Fraktale sg obiektami granicznymi opisywanymi nie wzorem, ale zalezno-

Sciami rekurencyjnymi.

Z tego drugiego powodu wprowadzono wymiar Minkowskiego-Bouliganda
w postaci granicy ciggu liczbowego.

Co to znaczy, ze pewna struktura geometryczna jest samopodobna? Otdz, naj-
lepiej to wyjasni¢ na przyktadzie linii prostej. Kazdy jej fragment jest podobny do
calosci. Nie jest wazne, czy z niej wytniemy odcinek o dtugosci 1 kilometra, 1 metra,
czy 10 centymetréw. Kazdy z tych fragmentéw jest podobny do calej prostej. Jednak
uwaga: prostej nie uwaza si¢ za fraktal. Oprécz cechy samopodobieristwa, fraktal
musi spetnia¢ warunki, ktérych prosta nie spenia.

Zasada samopodobiefistwa wystepuje w matematyce wielokrotnie. Jednym z naj-
starszych 1 najwazniejszych przyktadow jest nasz uktad dziesietny. Jeden metr dzieli
si¢ na dziesi¢¢ decymetréw, decymetr na dziesi¢¢ centymetrow, centymetr na dzie-
sig¢ milimetrow itd.

Z powyzszego opisu wynika, ze fragment zbioru powinien by¢ podobny do cato-
sci. Pojawia si¢ naturalne pytanie: jak gieboko mozemy ,,wchodzi¢” w wydzielone
fragmenty? Czy jest gdzieS granica takiego ,,zanurzania si¢” i otrzymywania kolej-
nego mniejszego obiektu, ale podobnego do zbioru wyjsciowego? Otéz, w geometrii
opisywanej rownaniem rekurencyjnym nie ma takiej granicy. W matematycznym
modelu fraktali wlasnos¢ samopodobieristwa przenosi si¢ na nastepng generacj¢ nie-
skoniczenie wiele razy.

Ale w naturze — jest! Shaun Lovejoy [3], [5], geofizyk kanadyjski, analizowat
prawdziwe chmury na podstawie zdje¢ satelitarnych. W wyniku tych badan doszedt
do nadzwyczajnego wniosku: nie dos¢, ze chmury sg fraktalami, to jeszcze w siod-
mym ,,zanurzeniu” ich wymiar fraktalny jest taki sam. Taki stopieri jednorodno-
sci jest praktycznie bezprecedensowy wsrdd zjawisk naturalnych. Przyktady chmur,
ktore najtrafniej obrazujg budowe fraktalng przedstawiamy na rysunku 1.
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Chmury Cumulus (Cu) iAItocumqus_ (Ac) sg najlepszym przyktadem fraktali

Rys. 1. Chmury Cumulus i Altocumulus. Prawy dolny rysunek jest wynikiem symulacji komputerowej

Lovejoy badat takze opady deszczu, stwierdzajac,
ze granice obszaréw pokrytych deszczem stanowig
fraktal. Co wiecej, deszcz ma tendencje do padania
nieregularnymi zrywami, a jego zmiany w krétkich
1 dtugich skalach czasu sg podobne, tak wigc czaso-
wa struktura deszczu jest rowniez fraktalna.

Niektore obiekty moga charakteryzowaé sie
zmiennym wymiarem fraktalnym. Oznacza to, ze
(przyktadowo) chmury lub btyskawice na kilku
pierwszych poziomach zanurzenia charakteryzu-
ja si¢ wymiarem fraktalnym D, a na kilku kolej-
nych wymiarem D,. Mamy woéwczas do czynienia
z ,przeplatajacymi si¢” fraktalami, czyli tzw. multifraktalem. Zagadnienie to opisu-
je m.in. prof. Wiestaw Macek [19].

Rys. 2. Btyskawica
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Kolejnym fraktalem zaczerpnigtym z natury jest wytladowanie atmosferyczne —
btyskawica. Blyskawica nie jest linig prosta. W kazdym jej fragmencie mozemy do-
szukiwac si¢ podobieristwa do obrazu wytadowania poczatkowego (rysunek 2).

Wiemy juz, ze miarg samopodobienistwa jest pewna liczba, zwana wymiarem
fraktalnym. Jej wyznaczenie w jednym przypadku jest proste, w innym dos¢ ztozone.
Opis tej metodyki mozna znaleZé w r6znych Zrédtach (patrz wykaz literatury).

Rys. 3. Podobieristwo fragmentow linii brzegowej

Rys. 4. Punkt Zabriskiego w Dolinie Smierci ilustruje fraktalne uksztattowanie terenu
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Powyzej zamieszczamy kilka innych przyktadéw takiego samopodobienistwa. Na
rysunku 3 przedstawione jest zdjecie satelitarne wybrzeza. Przy kazdym kolejnym
powiekszeniu widzimy podobne fragmenty: mate zatoki, jakies potwyspy. W kaz-
dym przypadku linia brzegowa jest poszarpana.

Na rysunku 4 prezentujemy tzw. Punkt Zabriskiego — wierzchotki gér w Parku
Narodowym Doliny Smierci w Kalifornii jako przyktad fraktalnego modelu terenu.

Bardzo dobrg ilustracjg fraktala sg kalafiory i brokuty, w szczegdlnosci brokuty
wloskie (Romanesco broccoli, patrz rysunek 5).

Rys. 5. Brokuty wtoskie

Rys. 6. Spirala Fibonacciego (logarytmiczna) na brokule wtoskim. Jest to tzw. Ztota spirala. Wspotczynnik b jest
ztotq liczbg
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Budowa poszczeg6lnych rézyczek brokutu wtoskiego wykazuje duze podobien-
stwo do zlotej spirali Fibonacciego, szczegdlnego przypadku spirali logarytmiczne;j.
Rozpoznajemy jg na rysunku 6.

Cechg wspoélng fraktali wymienionych powyzej jest przyblizona metoda wyzna-
czania ich wymiaru. Polega ona na zliczaniu kwadratéw badz szescianéw obejmujg-
cych swojg powierzchnig lub objetoscig wybrane fragmentu zbioréw. W ten sposob
okresla si¢ fraktalny wymiar linii brzegowej, chmur, opadéw. Znamy metodg¢ cyrklo-
w3 (podziatkowa), pudetkowa (kostkowa) i inne.

Przejdziemy teraz do bardziej ztozonych zbioréw fraktalnych, budowanych nie
przez naturg, lecz cztowieka.

2. PLATEK SNIEGU JAKO FRAKTAL I INNE CIEKAWE ZBIORY

Przyktadow fraktali konstruowanych komputerowo na podstawie niezbyt zto-
zonych algorytméw matematycznych jest nieskoriczenie wiele. Jednym z nich jest
krzywa Kocha — geometryczne przyblizenie 1/3 platka sniegu. Krzywa Kocha jest
przypadkiem funkcji cigglej zmiennej rzeczywistej, nier6zniczkowalnej w kazdym
punkcie, tzw. funkcji Weierstrassa.

krok O inicjator Dtugos¢ L krzywej Kocha jest
nieskoniczona (rys. 9):

3 3 "
! | ! L=3lim(f) =00 (1)

n—wo| 3

krok 1 - enerator L, . . .
f.1 4.9 4 ¢ Platek Sniegu jest ztozeniem

% % 5 3 3 trzech krzywych Kocha. Jego ob-
wod rowniez ma dtugos¢ nieskon-
czong, pomimo tego, ze te trzy
krzywe ograniczajg obszar o skon-
czonym polu® P (rys. 8):

9 243

p=2¥3 @)
5

Krzywa ta nie zawiera zadnych
4.4 .4 4_16 odcinkéw — w kazdym swoim
9 9 9 9 9

Rys. 7. Okreslenie diugosci krzywej Kocha

* Wz6r ogblny ma postaé P = %a? gdzie a — dhugos¢ inicjatora.
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punkcie ma zagigcie, a wigc w zadnym nie ma stycznej. W efekcie nie jest
rézniczkowalna.

Tak wigc, wymiar fraktalny D_krzywej Kocha jest wigkszy, niz jego wymiar
topologiczny, ktéry wynosi jeden, ale mniejszy niz jego wymiar euklidesowy wyno-
szacy dwa. Skoro D_krzywej Kocha jest wigkszy niz dla linii, ale mniejszy niz dla
powierzchni, mozna w przyblizeniu powiedziec, ze krzywa Kocha to wigcej niz linia,
ale nie catkiem powierzchnia. Jaki jest zatem jej wymiar? Odpowiedz:

Dszln—4:1.2619... 3)
In3
Skad taka dziwna wartos¢? Ot6z, zgodnie z definicjg wymiaru fraktalnego:
InN InN
N=sPskad D,=——o=—" 4)
1 1 Ins
n —
S

gdzie: N — liczba elementéw powtarzajacych si¢, s — skala podziatu zbioru. A wigc,
szukamy takiej skali, w ktdrej zbidr wyjsciowy, czyli inicjator, powtarza si¢. Najlepiej
ograniczy¢ si¢ do pierwszego kroku (patrz rys. 7). Inicjator zostal podzielony na trzy
elementy, czyli s = 3. Natomiast powieliliSmy go N = 4 razy. Stad wynik (3). Analizujac
kolejne etapy konstrukcji, widzimy, ze zawsze fragment krzywej Kocha zawiera w sobie
4 (N = 4) kopie, kazda dtugosci 1/3 (s = 3) odcinka z poprzedniego kroku konstrukc;ji.
Widzimy, ze rzeczywiscie wymiar krzywej Kocha zawiera si¢ w przedziale 1 <D_<2.

Pole powierzchni platka Kocha w funkc;ji liczby iteracji
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Iteracja
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Rys. 8. Zaleznos¢ pola powierzchni ptatka Kocha od numeru iteracji
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Dtugosé obwodu ptatka Kocha
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Rys. 9. Zaleznos¢ dtugosci obwodu ptatka Kocha od numeru iteracji

Wymiar fraktalny obiektu charakteryzuje stopiefl jego nieregularnosci — ztozo-
nos¢ struktury oraz okresla stopiei wypetnienia dostgpnej przestrzeni przez dany
obiekt. Wiemy, ze wymiar fraktalny linii brzegowej Norwegii wynosi 1.52, Wielkiej
Brytanii 1.36, a granic Polski tylko 1.14.

Wymiar fraktalny jest zreguty duzo wyzszy niz wymiar topologiczny obiektuiwy-
razony jest najczesciej liczbg utamkowgq. Chociaz znany jest obiekt, ktérego wymiar
fraktalny jest liczbg catkowitg, réwng 2. Jest to piramida (ggbka) Sierpifiskiego.

PrzejdZmy do kolejnego przyktadu. Pamigtamy z wstgpu, ze wymiar topologicz-
ny punktu jest réwny zero. Takim fraktalem punktowym jest graniczna posta¢ zbioru
Cantora. Konstrukcja zbioru Cantora jest bardzo prosta. Odcinek dzielimy na trzy
réwne czesci 1 usuwamy srodkowg (rysunek 10). Postepujemy tak z kazdym z pozo-
statych dwdch, czterech itd. odcinkéw. Wraz z kolejnymi krokami liczba odcinkéw
rosnie, a dlugos¢ kazdego dazy do zera. W efekcie dlugos¢ zbioru Cantora jest réwna
zero. Otrzymalismy bowiem cigg geometryczny, ktérego suma jest rowna:

L:1_1_2.1_4.L_8.i_...:1_l 1+%+i+i+... =
3 9 27 81 3 3 9 27
1&(2Y 1 1 ©
:1—— —_— :1——-—:0
20 2
3
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0 1

L=1
0 1

L=2/3
0 1

- L=4/9

0 1
- — - — - — — _— L=8/27
0 1
- - - - - - -— .- L=16/81
0 1
. L=32/243

Rys. 10. Zbior Cantora

Jednak wymiar fraktalny zbioru Cantora jest r6zny od zera. Na podstawie pierw-
szego kroku jego konstrukcji widzimy, ze liczba elementéw powtarzajgcych si¢
N = 2, a odcinek wyjsciowy podzieliliSmy na 3 mniejsze. Stagd s = 3. Zatem

D, =2 06309... 6)

Rys. 12. Kostka Mengera [12]

Zbidr Cantora jest zbiorem wyjSciowym do konstrukcji innych fraktali: dywanu

Sierpifiskiego (Ds = ﬁ =1.8928.. j —rysunek 11, czy tez kostki (gabki) Mengera

In3

In20
D, = =2.7268...| —
( s~ In3 j rysunek 12.
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In3
Rys. 13. Trdjkqt Sierpiriskiego. Wymiar fraktalny D = 2 =1.58496...[10]
n

3. CHAOS DETERMINISTYCZNY W MATEMATYCE 1 FIZYCE
— KILKA PRZYKLADOW

Chaos deterministyczny — to wiasnos¢ réwnan lub uktadéw réwnar, polegajaca
na duzej wrazliwosci rozwigzan na dowolnie mate zaburzenie parametréw. Dotyczy
to zwykle nieliniowych réwnan rézniczkowych i réznicowych, opisujacych uktady
dynamiczne (definicja na podstawie: Wikipedia.org). Jezeli rOwnania opisujg zmiany
uktadu w czasie, to niewielkie zaburzenie warunkéw poczatkowych powoduje rosng-
ce wyktadniczo z czasem zmiany w zachowaniu uktadu dynamicznego. Zagadnienie
to czesto jest Igczone ze stabilnoscig uktadéw oraz z definicjg poprawnego sformu-
towania zagadnienia granicznego. Co to znaczy duza wrazliwos$¢ na dowolnie mate
zaburzenie parametrow? Ot6z, mamy uktad réwnan liniowych [11]:

1 1 X 2 1
Ax =D, A= , X = , b= , Rozw. x=
1 1.0001 y 2.0001 1

Oraz ten sam ukltad z minimalnie zmieniong prawg strong b:

1 1 X 2 -1
Ax=b, A= , X = , b= , Rozw. x=
1 1.0001 y 2.0002 3

OtrzymaliSmy dwie pary rozwigzan, zupelnie innych. I chociaz powyzsze przy-
ktady dotyczg w ogdlnosci uwarunkowania macierzy, to bardzo dobrze oddajg istote
omawianego zjawiska. Male zmiany w warunkach poczatkowych (w tym przypadku
w prawych stronach) wywotaty bardzo duze zmiany w rozwigzaniu uktadu.

Inny przyktad. Poddamy iteracyjnemu przeksztalceniu proste réwnanie kwadra-
towe, znane w literaturze jako funkcja logistyczna:

p.,=p,+r-p-(-p), p,=001, r=3.0 (7)
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W Tabeli 1 zamieszczono kolejne wartosci p, |

wyznaczone na dwdch kalkulatorach osobistych (za [8]).
Na stronie internetowej [23] zagadnienie to jest rozszerzone o arkusz kalkulacyj-
ny Excel oraz trzeci kalkulator.
Nie nalezy si¢ zatem dziwi¢, ze rozwigzujac to samo (nawet bardzo proste) zada-
nie na ré6znych kalkulatorach, czasami otrzymujemy rézne wyniki. Przy rozwiazywa-
niu zagadnien bardziej ztozonych postugujemy si¢ komputerami. Jak si¢ okazuje one
tez generujg btedy zaokraglania.
W tabeli 2 zamieszczono rozwigzanie tego samego problemu z wykorzystaniem
3 kompilatoréw: Matlab, C++ oraz Compaq Visual Fortran.

Tab. 1. Obliczenia rekurencyjne na dwoch kalkulatorach (patrz [8], 5.84)

Iteracja CASIO fx-7000G HP 28S

1 0.0397 0.0397

2 0.15407173 0.15407173

3 0.5450726260 0.545072626044

4 1.288978001 1.28897800119

5 0.1715191421 0.171519142100

6 0.5978201201 0.597820120080
10 0.7229143012 0.722914301711
15 1.270261775 1.27026178116
20 0.5965292447 0.596528770927
25 1.315587846 1.31558435183
30 0.3742092321 0.374647695060
50 0.0036616295 0.225758993390

(i =0,1,...) tego przeksztalcenia

Tab. 2. Obliczenia rekurencyjne dla p = 0.01, r =3.0: ten sam komputer, rézne kompilatory (obliczenia wiasne)

Iteracja Matlab C++ CVFortran

1 0.0397 0.0397 0.039699999119

2 0.15407173 0.15407173 0.154071726687

3 0.5450726260444213 0.5450726260444213 0.545072615855

4 1.288978001 1888006 1.288978001 1888006 1.288977993755

5 0.1715191421091756 0.1715191421091756 0.171519169865

10 0.722914301179573 0.7229143011795721 0.722912979476

50 1.31399674660676 1.3143395878296971 0.790536917691

55 0.581591926507394 0.5361217643525467 0.030301775607
57 0.085438156362504 0.1966620808234614
60 1.05273968653737 0.0001875776026813
100 0.393788595636378 0.9050692605962565
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Rozwigzania te przedstawiajg tzw. przebieg nieuporzadkowany. Przebiegi stabilny
1 niestabilny prezentujg rysunki 14 i 15 opracowane na podstawie danych z tabeli 3.

Tab. 3. Obliczenia rekurencyjne dla p=0.01, r=2.0 i r=3.02 ten sam komputer, rézne kompi-latory — obliczenia

wlasne
Iteracja r=2.0 r=2302
| Matlab CVFortran Matlab CVFortran
1 0.029800000000 0.029799999338 0.039898000000 0.039897998926
10 0.908077060698 0.908077065063 0.479532933630 0.479536779228
46 0.950091385236 0.950091385917 1.073999017080 1.337735917606
50 0.951929397831 0.951929398440 0.931471083910 -2.600728081154
53 1.042764334448 1.042764333979 1.333682614730 00
54 0.953578088951 0.953578089499 -0.010298025616
75 1.036922272850 1.036922272553 Przebieg niestabilny Przebieg niestabilny
90 0.963379653811 0.963379654080
100 0.965162892534 0.965162892766
120 0.968066877593 0.968066877772
130 0.969271347780 0.969271347940
140 0.970349435408 0.970349435551
150 0.971321800385 0.971321800514
155 1.026711612425 1.026711612315
160 0.972204662171 0.972204662289
1000 0.988769045891 0.988769045899
1.4
1.2¢ B
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Rys. 14. Przebieg stabilny dla p = 0.01 i r = 2.0 (Matlab, Compaq Visual Fortran) — obliczenia wtasne
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0 10 20 30 40 50 60
Rys. 15. Przebieg niestabilny dla p = 0.01 i r = 3.02 (Matlab) — obliczenia wtasne

Zauwazmy, 7ze rOwnania
P =p;+7r-p.-(1-p) 3)

p=0+np-r-p} )

z matematycznego punktu widzenia sa rownowazne. Ale czy na pewno? Ponizej

(tabela 4) przytaczamy cigg kolejnych wartosci iteracyjnych p, — wyznaczonych
zgodnie z (8) 1 (9):

Tab. 4. Funkcja logistyczna. Obliczenia wtasne wykonane na platformie Compaq Visual Fortran

Iteracja p=p,+r-p-1-p) pu=(+np-r-p

1 0.039699999119 0.039699999119

2 0.154071726687 0.154071726687
10 0.722912979476 0.722912979476
14 0.521649906617 0.521649906616
20 0.597880187132 0.597880187171
27 0.141718403381 0.141718400296
35 0.048581975466 0.048581975466
45 1199809837084 1.200596470286
58 1.167729362478 0.031189917534

Okazuje si¢, ze szybciej lub wolniej, niezaleznie od precyzji obliczefi, jezyka
programowania oraz typu maszyny obliczeniowe]j pojawiajg si¢ réznice w tego typu
ciggach wartosci. Wniosek jest prosty — komputery tez nie sg wolne od chaosu.
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Jednym z pierwszych, ktéry uswiadomit sobie pod koniec lat 50-tych wage chaosu
w uktadach deterministycznych byt amerykanski meteorolog i matematyk, Edward
Norton Lorenz (1917 — 2008). Na przyktadzie matematycznych modeli uzywanych
w dlugoterminowym prognozowaniu pogody Lorenz uzasadnit zjawisko niemozno-
Sci przewidywania zachowania si¢ uktadéow deterministycznych. Dzisiaj wiemy, ze
w czasach wspotczesnych nie bedziemy dysponowaé wiarygodng prognoza pogody
na dtuzej niz 72 godziny. Dlatego tak wazny jest rozwijajacy si¢ coraz prezniej dziat
prognoz pogody wykorzystujacy dane historyczne. Szczegdlnie duzo si¢ o tym mo-
wito podczas zimy 2009/2010.

Lorenz analizowal uktad 12
rOwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych. Prowadzil obliczenia na
liczbach z doktadnoscig do 6 miej-
sca po przecinku (0.506127) i ten
sam model uruchamial nastgpnie
z tymi samymi danymi zapisany-
mi z doktadnoscig do 3 miejsca po
przecinku (0.506). Otrzymywat
zupelnie inne wyniki. Ta niewiel-
ka réznica 0.000127 w czasie sy-
mulacji pogody na dwa miesigce
stata si¢ tak wielka jak same dane
poczatkowe. Okazalo sig, ze jezeli
sama atmosfera zachowuje si¢ w podobny sposéb, to nie jesteSmy w stanie przewi-
dzie¢ pogody na najblizsze dwa miesigce. Te mate ré6znice powigkszajg si¢ do znacz-
nych wartosci (patrz [8], [11], [23]).

Ponizej przedstawiamy uktad réwnan dynamiki atmosfery w przyblizeniu baro-
tropowym, czgsto utozsamiany z modelem ptytkiej wody:
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Rys. 16. Dziwny atraktor Lorenza jest fraktalem
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FRAKTALE WOKOE NAS I KILKA SEOW O CHAOSIE

Pomimo tego, ze uktad (10) jest jednym z najprostszych opiséw dynamiki atmos-
fery, to i tak przy dostatecznie dtugich obliczeniach wyniki koricowe niewiele majg
wspdlnego z rzeczywistoscig.

Wréémy do analizy Lorenza. Na rysunku 16 przedstawiamy dziwny atraktor, na-
zwany jego nazwiskiem, w postaci skrzydet motyla.

Chcac powiedzie¢ dokad poda-
zy punkt poczatkowy A (rysunek
17) po dlugim czasie, musimy go
okresli¢ z nieskoriczong doktad-
noscig podajac catkowity rozktad
dziesigtny, wszystkie cyfry az do
nieskoriczonosci! Z analizy rysun-
ku 17 wynika, ze nawet nie wiemy
na ktérg orbite skieruje si¢ punkt
A juz po kilku pierwszych itera-
cjach. Pamietamy, ze komputery
mogg prowadzi¢ obliczenia jedy-
nie do okreslonej liczby miejsc
Rys. 17. Atraktor Lorenza. Pierwsze iteracje dziesi@tnych ([8], [11]).

Jezeli postugiwalismy si¢ zupetnie poprawnym modelem pogody, to nie moze-
my przy jego pomocy przygotowywac prognoz na dluzszy czas. Zjawisko to nosi
nazwe

CZULEJ ZALEZNOSCI OD WARUNKOW POCZATKOWYCH

1 jest jedng z podstawowych wtasnosci chaosu deterministycznego.

Problem ten jest szczegétowo opisany przez samego Lorenza (patrz [2]). Ze
wzgledu na wage poruszanego zagadnienia na wielu stronach internetowych mozna
znaleZ¢ wspoétczesne analizy osiggnie¢ Lorenza oraz prace dotyczace teorii chaosu.

Skoro tak jest, to stawne pytanie Edwarda Lorenza postawione w 1972 roku:
Can the flap of the butterfly wing stir up a tornado in Texas?
lub jego inna obiegowa wersja:
Does the flap of the butterfly’s wings in Brazil set off a tornado in Texas?
pozostaje stale aktualne, chociaz odpowiedz jest znana — praktycznie NIE, w teo-
rii TAK.
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