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Zenon GNIAZDOWSKI'

O RELACJACH MIEDZY GRUPA OBROTOW,
A GRUPA PERMUTACJI

Streszczenie

W pracy oméwiono grupe permutacji osi kartezjanskiego uktadu odniesienia reprezentowang przez
macierze permutacji, a takze grupg¢ obrotéw kartezjanskiego uktadu odniesienia reprezentowang
przez transpozycje wspomnianych wyzej macierzy permutacji. Dla obydwu grup zbadano i prze-
dyskutowano ich wzajemne relacje.

Abstract

In this paper, there are presented two groups. The first one is a permutation group of Cartesian
coordinate system axes represented by permutation matrix. The second one is a group of Cartesian
coordinate system rotations represented by transposition of above mentioned permutation matrix.
For these groups mutual relations are considered and discussed.

1 WSTEP

Jedng z najwazniejszych struktur matematycznych jest grupa. Grupe (G, ®) de-
finiuje si¢ jako zbior G wraz z dwuargumentowym dzialaniem ®. Wymaga si¢ przy
tym, aby jednoczesnie spetnione byty nastepujace aksjomaty [1,2,3]:

— Grupa zawiera identycznosciowy element e neutralny wzgledem operacji ®

taki, ze dla dowolnego f € G zachodzi zwigzek: f® e=f=¢e ® f.
— Kazdemu elementowi f € G odpowiada odwrotny element f ' € G taki,
e f®f'=f"Qf=e.
— Dla dowolnych elementéw f, g, h € G zachodzi prawo tacznosci:
fO®E®h)=(f®g) ®h.
Wymaga si¢ takze, aby grupa byta zamknigta ze wzgledu na dziatanie ®. Oznacza
to, ze dla dowolnych dwdch elementéw f, g € G zachodzi (f® g) € G. Przyktadem
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grupy skoriczonej moze by¢ zbidr symetrii pewnego obiektu geometrycznego wraz
z operacjg sktadania tych symetrii [3]. Badanie symetrii pozwala zauwazy¢ pewne
istotne wlasnosci obiektu, czego na ogdét nie datoby si¢ dostrzec na drodze samych
tylko biernych obserwacji. Narzgdziem stuzagcym do opisu symetrii jest wtasnie
grupa. Innym przyktadem grupy skoriczonej moze by¢ zbiér wszystkich permutacji
zbioru n-elementowego wraz z operacjg sktadania permutacji [1,2]. Jeszcze innym
przyktadem grupy — tym razem grupy ciaglej — jest zbi6ér obrotéw uktadu odniesienia
z operacjg ich sktadania [3].

2 TRANSFORMACJE SKEADOWYCH TENSORA

Zaklada si¢ istnienie prostokatnego uktadu wspéirzednych. Wielkosci, ktére
nie zalezg od uktadu odniesienia sg skalarami. Skalarem jest np. masa lub tempera-
tura. Skalar jest okreslony przez jedng liczb¢ i nosi nazwe tensora zerowego rzedu.
W przeciwienistwie do skalaréw, pewne inne wielkosci definiuje si¢ z uwzglednieniem
kierunku np. sit¢ F' = [F, F,, F ], czy nat¢zenie pola elektrycznego E = [E, E,, E,].
Te wielkosci noszg nazwe wektoréw. Dla ustalonego uktadu wspétrzednych, wek-
tor jest catkowicie okreslony przez podanie jego trzech sktadowych. Te sktadowe,
to prostopadle rzuty wektora na poszczegdlne osie uktadu. Ujawnia si¢ to przez od-
powiednie indeksy wystepujace w opisie sktadowych wektora. Wektor nazywany
jest takze tensorem rzgdu pierwszego [4]. W zapisie tensora jego rzad objawia si¢
liczbg indekséw. Stad, skalar jest tensorem rzgdu zerowego i ma zero indeksow.
Wektor bedacy tensorem rzgdu pierwszego ma jeden indeks. Tensory rzgdéw drugie-
go, trzeciego i czwartego maja odpowiednio dwa, trzy i cztery indeksy. Mozna zatem
powiedzied, ze tensor niezerowego rz¢du jest ztozong wielkoscia, ktdrej sktadowe
zalezg od uktadu odniesienia. Przyktadem moze by¢ wektor na plaszczyznie (ten-
sor rzedu pierwszego), ktéry obserwowany w réznych uktadach odniesienia zawsze

Rys. 1. Zmiana sktadowych wektora z obrotem uktadu odniesienia: a) pierwotny uktad odniesienia; b) obrécony
uktad odniesienia
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pozostaje tym samym wektorem. Z obrotem uktadu odniesienia zmianie ulegajg
jego sktadowe (rzuty na osie uktadu odniesienia). Wektor na ptaszczyznie opisany
jest dwoma sktadowymi. Jezeli obréci¢ uktad odniesienia, to zmienig si¢ dtugosci
rzutéw tego wektora na nowe osie uktadu odniesienia. W ten sposéb ten sam wektor
jest opisany przez inny zbiér sktadowych. Na Rys.1 wida¢é, ze wektor nie ulega zmia-
nie, natomiast zmieniajg si¢ jego sktadowe.

2.1 Obrot ukltadu wspotrzednych

Rozwaza si¢ obrét uktadu wspétrzednych, bez zmiany jego poczatku oraz bez
zmiany jednostek miary wzdhuz wszystkich osi. Przyjmuje si¢ oznaczenie X, X, X,
dla uktadu przed obrotem, oraz X', X', X,' dla uktadu po obrocie.

Tab. 1. Tabelka cosinusow kierunkowych pomiedzy osiami przed obrotem i po obrocie

osie
przed obrotem

. X] .
osie .

po obrocie X
X'

3 31 32 33

Tabelka cosinuséw kierunkowych pomigedzy osiami przed obrotem, a osiami
po obrocie jest przedstawiona w Tab. 1. Pierwszy indeks przy a odnosi si¢ do osi
uktadu po obrocie, drugi zas do osi przed obrotem. W ten sposb a, jest cosinusem
kata pomig¢dzy osig X' a osig X.

2.1.1 Przyklad

Zwyczajowo, zamiast oznaczenia X , X, X,, dla uktadu przed obrotem, przyj-
muje si¢ oznaczenie X, Y, Z, za$ dla uktadu po obrocie X, X', X" przyjmuje si¢
oznaczenie X', Y', Z'. Na Rys. 2 pokazano obrét kartezjarniskiego uktadu wspétrzed-
nych o kat ¢ wokét osi Z. Katy migdzy osiami uktadu odniesienia sg przedstawione
w Tab. 2. Kgtom tym odpowiadajg cosinusy kierunkowe, ktére sg zawarte w Tab.
3. Korzystajac z wzoréw redukcyjnych, powyzszg tabelke cosinuséw kierunkowych
mozna sprowadzi¢ do postaci macierzy opisujacej obrét uktadu odniesienia wokoét
osi Z o kat ¢. Macierz t¢ mozna oznaczy¢ jako R(Z, ¢):

cos(p) sin(p) O
R(Z,p)=| —sin(p) cos(p) O] (1)
0 0 1
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Analogicznie, mozna przedstawié¢ macierze obrotu wokot pozostatych osi.

\Z=7
1L

1

<y

I
-~
Ty
X I
Fx:

Rys. 2. Obrdt kartezjariskiego uktadu odniesienia wokdt osi Z o kqt (p

Tab. 2. Kqty miedzy osiami uktadu odniesienia przed obrotem i po obrocie

osie

przed obrotem
X Y V4
r E — E
X ¢ 2 2
osie z z
' z, i
po obrocie Y 2 v ¢ 2
V4 5 5 0

Tab. 3. Cosinusy kierunkowe kqtow miedzy osiami uktadu odniesienia przed obrotem i po obrocie
osie
przed obrotem

X Y Z
' cos| Z - @ cos| %
X cos ((p) > 2
osie . z . a
po obrocie Y COS( 2 QJ cos () o8 (2 }

7' cos (”) cos (”J cos(0)
2 2

2.2 Wiasnosci macierzy transformacji

Macierz obrotu jest macierzg kwadratowg o rozmiarze 3x3. Oznaczajac j3 przez
a otrzymuje sie:

a=\|dy dy dy|. (2)
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Jej sktadniki sg od siebie wzajemnie zalezne. Kazdy wiersz w macierzy (2) przed-
stawia trzy cosinusy kierunkowe prostej w odniesieniu do ortogonalnych osi X, Y, Z,

stad dla i-tej osi:
3

Y a; =1 (3)

k=1
Kazda para r6znych wierszy w macierzy (2) przedstawia cosinusy kierunkowe dwoch
wzajemnie prostopadtych linii prostych. Dlatego, z wlasnosci iloczynu skalarnego
dla wierszy i, j takich, ze i #j:

3
Zaikajk =0 dla i#j. 4)
k=1
W formie skréconej, obydwie zaleznosci (3) i (4) mozna zapisac:
3
zaikajk :5ij’ ©)
k=1
gdzie 51.]. jest deltg Kroneckera:
1 dla i=j
5, = - (©)
0 dla i+#].

Wykonujagc mnozenie a’ przez a i korzystajac z (5), otrzymuje si¢ macierz
jednostkowa:

(7

Q

Q

Il
(R
S = O
—_ o O

Poniewaz macierz jednostkowa powstaje w wyniku mnozenia dwéch macierzy od-
wrotnych, stad:

a’=a-. (8)
Dodatkowo, dla wyznacznika macierzy obrotu zachodzi dodatkowa zaleznos¢:
det(a) = £1. 9

Gdy obrét prowadzi do zmiany prawoskretnosci uktadu odniesienia na jego lewo-
skretnosé, wyznacznik jest rowny —1, w przypadku braku takiej zmiany jego wartos¢
jest réwna jednosci [4].

2.3 Prawa transformacji tensorow

Jezeli znany jest zbidr elementéw sktadowych wektora przed transformacja,
a takze znana jest transformacja, to mozna znaleZ¢ zbiér sktadowych opisujacych
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wektor w nowym uktadzie wspoétrzednych. Poniewaz sktadowe elementy wektora
zalezg od uktadu odniesienia, to takze sktadniki tensora rzedu drugiego, trzeciego
i czwartego takze zalezg od uktadu odniesienia. Aby rozwigza¢ problem zmiany skta-
dowych tensora ze zmiang uktadu odniesienia, najpierw potrzeba opisa¢ transforma-
cj¢ uktadu odniesienia, a potem transformacje¢ danego tensora.

Tab. 4. Prawa transformacji tensorow

Rzad tensora | Nowe skladowe wyrazone przez stare Uwaga
0 q)' =0 Skalar
1 I'= ZaijTj Wektor

J

L

2 T'y= Y aya,T,
K
' —
3 T ik — Zailajmaknz—}mn
Imn

4 1/kl 2 alm /nakoalp mnop

mnop

W pewnym kartezjariskim uktadzie odniesieniarozwaza si¢ wektor 7= [T, T, T,]".
Jezeli uktad odniesienia zostanie poddany transformacji opisanej macierzg (2), tonowy
uktad wspétrzednych bedzie miat osie X', Y', Z'. W tym nowym uktadzie, wektor T
bedzie postrzegany jako wektor 7" z nowymi wspétrzednymi 7 = [T, T, T,']".
Zmiana sktadowych wektora po transformacji jest opisana nast¢pujacym rownaniem:

3
=Na,T,. (10)
Jj=1

W Tab. 4 przedstawiono prawa transformacji tensorOw poczawszy od tensora
rzedu zerowego (skalara) az do tensora czwartego rzedu [4].

2.4 Skladanie transformacji

Niekiedy istnieje potrzeba znalezienia elementéw sktadowych tensora, w przy-
padku wielokrotnych obrotéw uktadu odniesienia. W tym celu nalezy znaleZ¢ wy-
padkowg macierz cosinuséw kierunkowych, wynikajaca z naktadania si¢ kolejnych
obrotow. Poniewaz w wyrazeniu na sktadowe obréconego wektora bezposrednio
wystepuje macierz cosinusOw kierunkowych, to dokonujac wielu kolejnych obrotéw
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wektora, mozna znaleZ¢ macierz wypadkowa, ktdra jest jednoczesnie macierzg cosi-
nuséw kierunkowych dla wypadkowej zmiany uktadu wspétrzednych.
Prawa strona réwnania (10) jest r6wnowazna zwyklemu mnozeniu macierzy
kwadratowej a przez wektor x:
x' = ax. (11)
Analogicznie, jezeli dalej obracaé uktad odniesienia zgodnie z macierzg obrotu b,
to, wektor x' przejdzie w wektor x" zgodnie z zaleznoscia:

x" = bx'. (12)
Podstawiajac za x' prawg strong ze wzoru (11), otrzymuje sig¢:
x" = bax. (13)
Korzystajac z prawa tacznosci dla mnozenia macierzy mozna napisac:
x" = (ba)x. (14)

Jezeli wypadkowg macierz obrotu oznaczy¢ jako w, to odpowiednie wyrazenie
ma postac:

x" = wx = (ba)x. (15)

Jak wida¢, ztozenie dwéch kolejnych transformacji — najpierw transformacji opisane;j

macierzg a, a potem transformacji opisanej macierzg b — daje wypadkowg macierz
transformacji w:

w = ba. (16)

Powyzsze rozumowanie mozna uog6lni¢ na dowolng ilos¢ obrotéw. Dla trzech

kolejnych obrotéw opisanych macierzami najpierw a, potem b, a na koricu ¢, wypad-

kowa macierz obrotu ma postac:
w = cha. (17)

2.5 Grupa obrotéw

Mozna zauwazy¢, ze dla obrotéw uktadu odniesienia sg speilnione nast¢pujace

warunki:

— Posréd wszystkich obrotow, istnieje obrét neutralny wzgledem operacji skta-
dania obrotéw. Jest to obrét o kat zerowy (obrét identycznosciowy), opisany
macierza jednostkowa;

— Dla kazdego obrotu istnieje obrét przeciwny (dopetniajacy) taki, ze ztozenie
danego obrotu i obrotu do niego przeciwnego daje obrét identycznosciowy.
Macierz obrotu przeciwnego jest macierza odwrotng do macierzy danego ob-
rotu. Jest to jednoczesnie transpozycja danej macierzy obrotu (wzory 7 i 8);
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— Sktadanie obrotow jest opisane jako mnozenie macierzy (wzory 161 17). Mnozenie
macierzy jest taczne, dlatego operacja sktadnia obrotow jest takze operacjg fgczng;
— Zlozenie dowolnych obrotéw jest takze obrotem (wzory 161 17).
Warunki te dowodzg, ze dla obrotu uktadu odniesienia spelnione sg wszystkie
aksjomaty grupy, a zatem: zbidr wszystkich obrotéw uktadu odniesienia jest grupg.
Jest to tak zwana ciagta grupa Liego [3].

3 PERMUTACJE

Permutacja n-elementowego zbioru X jest to dowolna wzajemnie jednoznaczna
funkcja f: X — X [1]. W dalszej czesci pracy, wlasnosci permutacji bedg przedsta-
wiane na przyktadach. Bez straty ogélnosci, przyktady zostang ograniczone do przy-
padku permutacji zbioru sktadajacego sie z pieciu elementow: X = {1,2,3,4,5}.

Dla danego zbioru X, przyktadem permutacji moze by¢ nastgpujaca funkcja:
f()=5, f(2)=3,f(3)=2,f(4) =1, f(5) = 4. Funkcj¢ t¢ mozna przedstawi¢ w naste-

pujacy sposob:
fe 1 2 3 45 (18)
153 21 4]
Inny przyktad permutacji moze wyglada¢ nastepujaco:
g= 1 2 3 4 5. (19)
2 531 4

W zapisie (18)1(19), gérny wiersz jest wierszem argumentow funkcji, zas wiersz dol-
ny — wierszem wartosci tej funkcji. Zapis ten — dla odréznienia od innych sposobéw
przedstawiania permutacji — bedzie dalej nazywany postacig normalng permutacji.

3.1 Skladanie permutacji

Permutacje mozna skladaé. Ztozenie dwéch permutacji jest takze permutacjg.
Zlozeniem przedstawionych wyzej permutacji 1 g jest nast¢pujgca permutacja:
/-g=f(g)). (20)

Skladanie permutacji nazywa si¢ takze mnozeniem permutacji. Korzystajac
ze wzoru (20), wynik zlozenia permutacji f - g ma nastgpujaca postac:

12340 .
713 4 2 5 17 2D
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podobnie:

(1 23 45 )
gf_43521' 22)

Z (21)1(22) wida¢, ze w ogdlnosci:

f-g#g-f (23)

ato oznacza, Ze mnozenie permutacji nie jest operacja przemienng. Operacjata jest na-
tomiast operacjg tgcznag [1,2]:

fg- =8 24
3.2 Permutacja jednostkowa

W zbiorze permutacji istnieje permutacja e neutralna wzgledem operacji mnoze-
nia permutacji. Jest to tzw. permutacja jednostkowa:

fre=e-f (25)
Dla zbioru piecioelementowego jej postac jest nastepujaca:
(1 23 45
6_(1 23 4 sj' (26)

3.3 Permutacja odwrotna

Dla dowolnej permutacji n-elementowej fistnieje permutacja odwrotna f ' taka, ze:

ffr=f"f=e 27)

Jezeli np. w permutacji (18) (1) = 5, to w permutacji odwrotnej f~'(5) = 1, podobnie:

f(2)=31 f7(3) =2. W permutacji odwrotnej nastgpuje zamiana wartosci funkcji

z jej argumentami. Ostatecznie permutacja odwrotna do permutacji f opisanej zalez-
noscig (18) ma nastepujaca postac:

L (123 45 ,
f_43251' (28)

3.4 Sposoby reprezentacji permutacji

Przedstawiony sposéb reprezentacji permutacji nie wyczerpuje wszystkich moz-
liwosci. Poza wspomnianymi opisem normalnym istniejg inne formy reprezentacji
permutacji.
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3.4.1 Cykliczna postaé permutacji

Permutacj¢ (18) mozna takze przedstawic¢, w postaci cyklu. Dla argumentu réw-
nego 1, wartoscig funkcji fjest liczba 5. Dla argumentu réwnego 5, wartos¢ funkcji
S wynosi 4. Dla argumentu réwnego cztery — wartos¢ funkcji jest rowna 1. Inaczej
mowigce: 1 przechodzi w 5, 5 przechodzi w 4, 4 przechodzi w 1. Tutaj zamyka si¢
cykl, gdyz 1 znéw przechodzi w 5. Uzywajgc zamiast stowa ,,przechodzi” strzalek,
mozna napisaé: 1 — 5,5 — 4 oraz 4 — 1. Podobnie: 2 — 3 oraz 3 — 2. W skrdcie
permutacje¢ f mozna zapisaé jako ztozenie dwdch cykli:

f=1.54)(2.3). (29)
Permutacja jednostkowa (26) w zapisie cyklicznym ma postac:
e = (DH2)B)A)O5). (30)

Permutacja (28) odwrotna do permutacji f ma cykle zawierajace identyczne elementy jak
cykle w permutaciji f, zas wewnatrz kazdego cyklu odwrdcona jest kolejnos¢ elementow:

f7=(1,45)(2.3). (1)

3.4.2  Graf permutacji

Permutacj¢ (18) przedstawiong jako ziozenie dwéch cykli mozna przedstawid
w formie grafu sktadajacego si¢ z dwoch cykli. Na Rys. 3a pokazano postaé tego
grafu®. Analogicznie, na Rys. 3b pokazano graf permutacji identycznosciowej (26),
zas$ na Rys. 3c — graf permutacji (28), odwrotnej do permutacji f. Mozna zauwazyc,
ze grafy permutacji f'1 jej odwrotnosci r6znig si¢ tylko zwrotem strzalek w tukach
tworzacych cykle.

c)

‘Be 99 &
RATR

Rys. 3. Grafy permutacji: a) permutacja (18); b) permutacja identycznosciowa (26); c) permutacja (28) odwrotna
do permutacji (18)

2 Do narysowania graféw korzystano z programu yEd Graph Editor ver. 2.4.2.2, pobranego ze strony:
http://www.yworks.com
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3.4.3 Macierz permutacji

Graf permutacji moze by¢ jednoznacznie reprezentowany w postaci macierzy
sgsiedztwa. Ze wzgledu na t¢ jednoznacznos¢, w dalszej czesci niniejszej pracy ma-
cierz sasiedztwa grafu permutacji bedzie nazywana macierzg permutacji. Dla usta-
lenia uwagi, dla danej permutacji x jej macierz bgdzie dalej oznaczana jako mat(x)
lub wielkg literg X. I tak, dla permutacji (18), macierz zbudowana w oparciu o graf
przedstawiony na Rys. 3a, ma nastgpujgcg postac:

0 00 01
0 01 00
mat(f)=F=(0 1 0 0 O} (32)
1 0 000
00 0 1 0]
analogicznie, dla (19) macierz permutacji ma postac:
[0 1 0 0 0]
0 00 01
mat(g)=G={0 0 1 0 0} (33)
1 00 0O
000 10
Wynik mnozenia macierzy (32) przéz macierz (33) j:ast nastgpujacy:
[0 0 0 1 O]
001 0O
F-G=|{0 0 0 0 1], (34)
01 00O
1 0 00O
analogicznie, w drugg strong: ) _
0 0 1 0 0]
000 10
G-F=(0 1 0 0 0} (35)
0 00 01
1 0 0 0 O]
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W wyniku mnozen (34) oraz (35) otrzymano macierze permutacji odpowiednio
(22) 1 (21). Wynika stad wniosek, ze mnozenie permutacji mozna zastapi¢ odpowied-
nim mnozeniem macierzy:

f-g=fg)=G-F, (36)

oraz:
g f=g(f())eFG. (37)

Macierz permutacji identycznosciowej (26) jest macierzg jednostkowa:
mat(e)=E =1 (38)

Dla grafu permutacji (28) odwrotnej do f odpowiednia macierz ma postac:

000 10
00100
mat(F7)=[0 1 0 0 0 (39)
0000 1
1 00 0 0]

Poréwnujac (32) z (39) mozna zauwazyd, ze:
mat(f ') = (mat(f))" = F". (40)

Wynika to z faktu, ze grafy permutacji danej oraz permutacji odwrotnej majg tuki
skierowane przeciwnie, co przejawia si¢ we wzajemnej transpozycji ich macierzy
sasiedztwa. Jezeli macierze (32) i (39) zostang przez siebie pomnozone, to w wyniku
otrzymuje si¢ macierz jednostkowa:

FTF=1. (41)
Stad wynika wniosek, ze transpozycja macierzy permutacji f, bedgca macierza per-
mutacji odwrotnej jest odwrotnoscig macierzy permutacji f:

FT=F-. (42)

3.5 Wiasnosci macierzy permutacji

Macierz permutacji zbioru n-elementowego jest zero-jedynkowg kwadratowg
macierzg, ktéra w kazdym wierszu i kazdej kolumnie zawiera doktadnie jedng je-
dynke. Poza wlasnoscia (42), zachodzg takze inne wlasnosci. I tak, dla i-tego wiersza
mozna zapisac:

D FiFy =1, (43)
k
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Tymczasem, dla wierszy r6znych parami:

NFF, =0 dla i#] (44)
k
wiasnosci (43) i (44) mozna skrétowo zapisac:
zFiijk :81'/'9 (45)
k

gdzie 517 jest delta Kroneckera (6). Dodatkowo, dla wyznacznika macierzy permutacji
zachodzi zaleznos¢:

det(F)=+1. (46)
Dla permutacji parzystej wyznacznik jest dodatni, dla permutacji nieparzystej
— ujemny.

3.6 Grupa permutacji

Dla zbioru permutacji wraz z operacja ich sktadania, spetnione nast¢pujace
warunki:
— W zbiorze permutacji istnieje permutacja identycznosciowa, neutralna wzgle-
dem operacji mnozenia permutacji;
— Dla kazdej permutacji f istnieje permutacja odwrotna f~;
— Sktadanie permutacji jest operacja taczng;
— Zbidr permutacji jest zamkniety ze wzgledu na operacje mnozenia permuta-
cji: dla dowolnych dwdéch permutacii f 1 g ich ztozenie jest takze permutacjg.
Oznacza to, ze zbidr permutacji wraz z operacjg ich sktadania jest grupg [1,2].

4 RELACJA POMIEDZY GRUPAMI OBROTOW I PERMUTACJI

Macierz sgsiedztwa grafu permutacji ma witasnosci (45), (42) oraz (46), identycz-
ne jak wtasnosci (5), (8) oraz (9) macierzy obrotu. Jezeli rozwaza¢ permutacj¢ zbioru
trzyelementowego, to takze rozmiar macierzy bedzie identyczny. Oznacza to, ze kaz-
da macierz permutacji zbioru trzyelementowego jest jednoczesnie macierzg pewnego
obrotu. W zwigzku z tym mozna zadaé pytanie o wzajemne zwigzki pomiedzy ukta-
dem odniesienia otrzymanym w wyniku permutacji jego osi, a uktadem otrzymanym
w wyniku obrotu zdefiniowanego macierzg tej samej permutacji.

Pojawia si¢ jednak problem z r6zng interpretacja numeréw wierszy oraz kolumn
w macierzy permutacji i obrotu. Jedynka w i-tym wierszu 1 w j-tej kolumnie macierzy
permutacji oznacza, ze w grafie istnieje tuk skierowany od wezta i do j. Oznacza to,
ze i-ta oS uktadu odniesienia w wyniku permutacji stala si¢ osig j-tg: numery wierszy
W macierzy oznaczajg stare osie (przed permutacja), zaS numery kolumn — nowe
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osie (po permutacji). Tymczasem w macierzy transformacji (zgodnie z Tab. 1), nu-
mery wierszy oznaczajg osie nowe, zas numery kolumn oznaczajg osie stare. Aby
to uzgodnié, nalezy problem zmodyfikowac, formutujgc pytanie w nastepujacy spo-
sob: Jakie sq wzajemne zwiqzki pomiedzy uktadem odniesienia otrzymanym w wy-
niku permutacji jego osi, a uktadem otrzymanym w wyniku obrotu zdefiniowanego
transpozycjq macierzy tej samej permutacji?

4.1 Permutacje osi ukladu odniesienia

Rozwaza si¢ permutacj¢ osi kartezjaniskiego uktadu odniesienia. Trzy osie mozna
opisac jako permutacje trzech liczb 1,2 1 3 przypisanych odpowiednio osiom X, Y
1 Z. Zbi6r 3-elementowy ma 3!=6 permutacji, ktére sg przedstawione w Tab. 5. Dla
danej permutacji opisanej w formie podstawowej i w formie cyklu narysowano takze
jej graf oraz przedstawiono macierz sgsiedztwa tego grafu, a takze wynik permutacji
osi. W przedostatniej kolumnie pokazano wartoS¢ wyznacznika macierzy jako mia-
re parzystosci (rowny 1) lub nieparzystosci (rowny -1) permutacji. Graf obrazuje,
co si¢ dzieje z osiami. Np. w wierszu 5 widaé, ze oS X staje si¢ nowg osig Z, zas oS
Z — nowg osig X. OS Y nie ulega zamianie. Poniewaz wyznacznik macierzy réwny
jest -1, oznacza to, Ze jest to permutacja nieparzysta. Parzystos¢ permutacji prowadzi
do prawoskretnego uktad odniesienia, zas nieparzystos¢, do uktadu lewoskretnego.

Tab. 5. Permutacje osi kartezjariskiego uktadu odniesienia

Permutacja w po- Maci Reprezentacja permu- | Wyznacznik
. . acierz i P . .
L.p. | Permutacja staci cyklu oraz . tacji osi kartezjanskiego | macierzy Oznaczenie
. permutacji e . .
jej graf ukladu odniesienia permutacji
yZ=Z"
(H2)3) 1 00
123 0
1 = 1 e
123 @C
i’\ O 1 Y=
)
- X=X"
pZ=X"
010
12 3 (1,2,3)
2. 0 0 1 1 a
2 31 JO
@, 00 -z
2/ —_—
- =Y
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) . | Z=Y"
1 2 3 (1,3,2) 001
G 0 0
ti,) 0 0 Y=X
B B X=2'
) . \z=Y"
1)(2,3 1 0 0
12 3 (D(2.,3) co
4. B
13 2] A0 " ! ¢
=g 01 0 vz
- - X=X
) . ) z=X"
1,3)(2 0 0 1
123 ({))() o
5. & -
321 @ L0 o o : !
©] - - e
X=
) 2=2"
(1,2)(3) 01 0
1 23
6. )13 O I 00 -1 f
» © 00 1 vix
xX=y"

4.2 Obroty osi ukladu odniesienia

Rozwaza si¢ macierze cosinuséw kierunkowych opisujace obroty uktadu odnie-
sienia, otrzymane w wyniku transpozycji macierzy permutacji zbioru trzyelemento-
wego. Macierze te przedstawiono w drugiej kolumnie Tab. 6. Dla danych macierzy
obrotu przedstawiono odpowiadajacg im macierz katéw pomiedzy osiami (kolumna
trzecia). W kolumnie czwartej przedstawiono skutki obrotu. W przedostatniej ko-
lumnie pokazano wartos¢ wyznacznika macierzy cosinuséw kierunkowych. Przy
dodatnim wyznaczniku nie ma zamiany prawoskrgtnosci uktadu na jego lewoskret-
nosé. Wyznacznik ujemny wskazuje te obroty, w wyniku ktérych nastgpito przejscie
od prawoskretnego do lewoskrgtnego uktadu odniesienia.
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Tab. 6. Obroty uktadu odniesienia

Trar.lspozycja R acia ¢ ;
macierzy per- Katy eprezentacja transtor- Wyznacznik ma- .
L.p. mutacji jako . macji osi kartezjanskiego . . . Oznaczenie
P macie:z cJosJinuséw [stopnie] lilkladu odtnierienia ¢ CIErZy CosInusow
kierunkowych
_ B i \Z=2Z"
1 0 0 0 9 90
L[]0 1 0] [[90 0 90 1 R
00 1][[% 9 o] iy
x=X"
B _ B _ pZ=X"
0 0 1 90 90 O
2. 1 0 0 0 9 90 1 a
0 1 0] [[9 0 90| vz
=Y
B B B _ pZ=Y"
01 0 9 0 90
3 0 0 90 90 O 1 b
10 0] [[0 90 90| Yox
x=Z'
_ i B yZ=Y"
0 0 0 90 90
4 0 0 9 90 O -1 c
0 1 0] [[9 0 90| =
x=X"
B i B _ pZ=X"
0 0 1 90 90 O
5 0 0 9% 0 90 -1 d
10 0] [0 90 90| =
X=Z'
_ _ _ yZ=2"
01 0 90 0 90
6 0 0 0 9 90 -1 f
0 0 1] [|% 9 0] ¥EX
=Y"*
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4.3 Rownowaznos¢ permutacji i obrotow

Na postawione wyzej pytanie dotyczace wzajemnego zwigzku pomiedzy uktada-
mi odniesienia otrzymanymi najpierw wyniku permutacji osi, a potem w wyniku ob-
rotu opisanego macierzg bedgcg transpozycjg odpowiedniej macierzy permutacji, od-
powiedzi mozna udzieli¢ po analizie wynikéw tych operacji przedstawionych w Tab.
5 oraz Tab. 6. Pokazane tam wyniki wskazuja, ze w obydwu przypadkach uzyskano
identyczne konfiguracje osi uktadu odniesienia. Oznacza to, ze realne skutki obydwu
operacji sg tozsame. Pozostaje jeszcze sprawdzi¢, czy istniejq jakies réznice lub po-
dobieristwa pomig¢dzy formalnym opisem obydwu operacji. W tym celu rozwaza si¢
sktadanie dwéch permutacji. Permutacja pierwsza oznaczona jako a, opisana jest ma-
cierza A. Permutacja druga oznaczona jako b, opisana macierza B. Na podstawie (36)
oraz (37), sktadanie obydwu permutacji mozna opisa¢ jako mnozenie macierzy:

b(a(i)) =ba < A - B. 47)

Z drugiej strony, rozwaza si¢ ztozenie dwdch obrotéw: najpierw obrotu odpowia-
dajacego permutacji a opisanego macierza A’, a nastgpnie obrotu odpowiadajacego
permutacji b opisanego macierzg B’. Na podstawie (16), wypadkowy obrét mozna
zapisac jako iloczyn BT A”.

Tymczasem, poniewaz macierz obrotu jest transpozycjg macierzy permutacji,
to takze transpozycja wypadkowej macierzy (47) sktadania dwéch permutacji po-
winna by¢ macierzg wypadkowego obrotu réwnowaznego ztozeniu obrotéw a i b.
Stad takze powinna zachodzi¢ tozsamos¢:

BTAT = (AB)". (48)

Poniewaz na mocy praw algebry liniowej tozsamos¢ ta jest prawdziwa [5], dla-
tego zachodzi nie tylko rownowaznos¢ pomigdzy permutacja, a obrotem opisanym
transpozycja macierzy permutacji, lecz taki sam zwigzek zachodzi pomigdzy zto-
zeniem dwoch obrotéw, a obrotem opisanym jako transpozycja macierzy bedacej
macierzg wypadkowg ztozenia tych permutacji.

Narozwazany problem mozna spojrzec jeszcze inaczej. Poniewaz permutacje zbio-
ru trzyelementowego wraz z operacjg ich sktadania sg grupg, to przyjmujac oznacze-
nia jak w ostatniej kolumnie Tab. 5, mozna zbudowac tabelke dziatar dla tej grupy.
Analogicznie mozna postgpi¢ z obrotami opisywanymi w Tab. 6. Przy oznaczeniach
jak w ostatnich kolumnach Tab. 5 i Tab. 6 otrzymuje si¢ tabelke dziatani wsp6lng dla
obydwu grup®, przestawiong w Tab. 7. Tabelka ta pokazuje, ze grupa permutacji osi
uktadu odniesienia i grupa obrotéw uktadu odniesienia opisanych jako transpozycje

* Dodatkowo mozna zauwazy¢, ze permutacje parzyste (obroty niepowodujace zmiany prawoskretnosci ukiadu
odniesienia) oznaczone jako e, a oraz b, same tworzg grupe bedaca podgrupg omawianych tu permutacji (obrotéw).
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macierzy permutacji sa wzajemnie izomorficzne. Izomorfizm ten wynika z twierdzenia
Cayleya [1], mOwigcego o tym, ze kazda grupa skoiczona (tu: rozwazana grupa obro-
tow opisanych transpozycja macierzy permutacji) jest izomorficzna z podgrupg pewnej
grupy permutacji (tu: grupa permutacji osi kartezjanskiego uktadu odniesienia). Mozna
powiedzie¢, ze izomorfizm jest widoczny nie tylko na poziomie operacji macierzo-
wych, lecz takze na poziomie tabelki dziatari dla grup (tab. Cayleya). Obydwa te uza-
sadnienia dotyczg strony formalnej zagadnienia. Jak wida¢ réwnowaznosci ich formal-
nego opisu towarzyszy rownowaznos¢ skutkéw obydwu operacji.

Tab. 7. Tabelka dziatari dla grup z Tab. 5 i Tab. 6

® e a | b | c d f
e e a c d | f
a a b e f c d
b b e a d | f c
c c d e b
d d | f c b e a

f @© d a b @

S DYSKUSJA

W pracy przeanalizowano wtasnosci macierzy opisujgcej obrot kartezjanskiego
uktadu odniesienia i macierzy permutacji. Stwierdzono, ze wtasnosci te sg identycz-
ne, co oznacza, ze macierz permutacji jest jednoczesnie pewng macierzg obrotu.
Wobec tego pojawito si¢ pytanie, w jakim stopniu réznig si¢ badZ sg podobne uktady
odniesienia otrzymane najpierw w wyniku permutacji osi, a potem w wyniku obro-
tu opisanego macierzg bedaca transpozycjg odpowiedniej macierzy permutacji. Dla
znalezienia odpowiedzi na to pytanie, zbadano wszystkie permutacje osi (Tab. 5)
oraz odpowiadajgce im obroty (Tab. 6). W obydwu przypadkach uzyskano identycz-
ne konfiguracje osi uktadu odniesienia.

W pracy pokazano takze, ze na poziomie opisu matematycznego zaobserwowana
identycznos¢ ma swoje potwierdzenie zarowno w opisie algebraicznym jak 1 w opi-
sie w postaci tabelki dziatar dla grup (Tab. 7). W ten sposéb stwierdzono, ze odpo-
wiednia grupa permutacji jest izomorficzna z odpowiednig grupg obrotéw. Powyzszy
izomorfizm jest wyjasniony przez twierdzenie Cayleya.

Dla zbioru n-elementowego, liczba réznych permutacji tego zbioru wynosi n/.
Permutacje te sg reprezentowane przez n! r6znych macierzy. Dla zbioru trzyelemen-
towego liczba macierzy reprezentujacych permutacje redukuje si¢ do szesciu. Macierz
permutacji ma charakter macierzy relacyjnej, na zasadzie: zachodzi zwiazek lub nie.
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W odniesieniu do wybranych osi kartezjaniskiego uktadu wspétrzednych mozna to wy-
razi¢ w nastepujacy sposob: oS i-ta staje si¢ osig j-tg lub nie. Tymczasem, macierz
obrotu ma inng interpretacje. Zawiera ona cosinusy katow migdzy osiami. Wszystkich
mozliwych macierzy obrotu jest nieskoniczenie wiele (continuum). W omawianym
przypadku rozwaza si¢ tylko pewien skoniczony (szescioelementowy) podzbidr tych
macierzy. Zbiory szesciu macierzy kwadratowych o rozmiarze 3x3 reprezentujg zarOw-
no permutacje zbioru trzyelementowego (problem dyskretny) jak i obrét kartezjanskie-
go uktadu odniesienia (problem o charakterze ciggtym). Macierze w obydwu zbiorach
— z doktadnoscia do transpozycji — sg identyczne. R6zna jest ich natura. Te identycz-
ne macierze w wyniku permutacji oraz odpowiadajacych im obrotéw dajg identyczne
konfiguracje uktadéw odniesienia. Otwarte pozostaje pytanie, dlaczego pomimo réznej
natury, wspomniane macierze wyrazajg to samo? Dlaczego efekt permutacji osi uktadu
odniesienia jest identyczny jak efekt obrotu uktadu odniesienia opisanego transpozycjg
macierzy permutacji? OdpowiedZ na to pytanie wykracza poza zakres niniejszej pracy,
a raczej wymaga kompetencji filozoficznych.

Pod dyskusje mozna poddaé jeszcze jedno spojrzenie na badany problem.
Jest to spojrzenie od strony jezyka. Opisany izomorfizm przedstawia formalng réw-
nowaznos¢ pomiedzy opisem permutacji i odpowiednich obrotéw. Réwnowaznosé
t¢ na poziomie jezyka mozna nazwaé réwnowaznoscig syntaktyczng. Tymczasem,
zachodzi takze réwnowaznos¢ skutkOw obydwu operacji (permutacji i obrotow),
a wiec zachodzi zgodnos¢ tych operacji na poziomie tresci jezyka, czyli jego seman-
tyki. Zatem mozna powiedziec, ze twierdzenie Cayleya wyjasnia rwnowaznos¢ syn-
taktyczng. Niestety, dla rwnowaznosci semantycznej brakuje wyjasnienia. Wyglada
na to, ze ten typ réwnowaznos¢ mégtby by¢ wyjasniany na gruncie filozofii.

Pojawia si¢ takze kolejne pytanie, dotyczace mozliwosci uogdlnienia przedsta-
wionych wyzej wynikéw na dowolny wymiar przestrzeni. W pracy pokazano réwno-
wazno$¢ permutacji i odpowiednich obrotéw dla przestrzeni tréjwymiarowej. Nalezy
postawi¢ pytanie, czy takze w przestrzeni ponad trzywymiarowej, pomiedzy permu-
tacjami a odpowiednimi przeksztalceniami ortogonalnej bazy, zachodzg stosowne
rownowaznosci? Powyzszy problem wychodzi poza zakres niniejszej pracy, dlatego
powinien by¢ osobno zbadany.
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